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第 一 章 ”有 限 域 


§ 1.1 来 自 初 等 数论 的 例子 


我 们 在 引言 中 说 过 ,利用 初等 数论 ,对 每 个 素数 p, 可 以 构 
作出 一 个 产 元 域 .在 这 节 中 我 们 利用 初等 数论 更 详细 地 讲述 
这 些 疡 元 域 和 它们 的 性 策 ,为 今后 讲述 更 一 般 的 有 限 域 增加 些 
感性 知识 .让 我 们 先 从 初等 数论 的 一 些 基 本 事实 讲 起 . 

初等 数论 的 基本 研究 对 象 是 自然 数 集 合 

N= {0;]1,2,3;"**} 
和 整数 集合 
Z= {0, 土 1; 土 2, 二 3,"…}. 
整数 集合 Zz 中 可 以 作 加 减 乘 三 种 运算 ,其 中 加 法 和 乘法 均 有 结 
舍 律 和 交换 律 ,加 法 与 有 老 法 之 间 还 有 分 配 律 , 但 是 2 中 作 除 法 
并 不 总 是 可 行 的 , 换 名 话说 , 设 a 和 上 为 两 个 整数 ,其 中 #58 关 0., 则 


侍 不 一 定 是 整数 . 如 果 呈 是 整数 ,我 们 称 5 整除 4, 表示 成 5a 
昌 了 


否则 , 即 若 也 不 是 整数 , 便 称 5 不 能 整除 ,表示 成 bta. 例如 
(一 2)16,2+3; 而 土 1 可 以 整除 任何 整数 ,每 个 非 零 整数 均 可 以 
整除 0, 等 等 ， 

如 果 a,5EZ,5 关 0,51a: 我 们 称 5 是 a 的 一 个 因子 ,a 叫 作 帮 
的 一 个 倍数 . 每 个 非 零 整数 ”都 有 因子 士 1 和 土 n. 设 p 是 一 个 
大 于 1 的 正 整 数 . 如 果 思 的 正 因 子 只 有 1 和 p, 换 句 话说 ,p 不 能 
写成 两 个 正 整数 之 积 ,而 这 两 个 正 整 数 因子 均 小 于 p, 便 称 p 为 
素数 . 

”每 一 门 学 问 都 有 多 个 最 基本 的 结果 作为 这 门 学 科 的 基石 . 
初等 数论 的 基石 是 下 面 的 算术 基本 定理 ,我 们 假定 大 家 熟悉 它 ， 
证 明 从 略 . 


1.1.1 莫 术 基本 定理 ”每 个 大 于 1 的 正 整 数 * 均 可 写成 
有 限 个 素数 的 条 积 ， 
n= pirps™*p,, 
并 且 若 不 计 素 因子 pp ，… ,p, 的 次 序 ,这 个 分 解 式 是 唯一 的 . 
如 果 我 们 把 相同 的 素 因 子 收集 在 一 起 , 则 上 式 可 以 写成 
n= pp pr, 
其 中 吉 ，…,p. 是 彼此 不 同 的 素数 ,而 之 1 寺 ? 守 rf), 这 叫 作 正 
整数 ”的 标准 分 解 式 . 


和 时 邦和 中 


急 等 数论 的 另 一 块 基石 , 便 是 ( 欧 几 里 德 ) 除 法 算式 ， 


1.1.2 除法 算式 设 a5EZ,5>>0, 则 存在 唯一 的 图 数 。 
和 ”使 得 a = 二 6 十 7r, 并 有 0 过 r+ < 之 6 
我 们 也 假定 读者 热 悉 这 个 除法 算式 而 不 加 证 明 ( 昌 然 证 明 
是 很 容易 的 ), 只 想 再 指出 ,如果 a 也 是 正 整 救 ,那么 除法 算式 中 
时 由 二 


的 了 就 是 用 5 除 a 得 到 的 商 , 而 > 是 余数 . 

设 a yd yr ya 是 不 全 为 零 的 个 整数 . 由 于 每 个 非 零 整数 
只 有 有 限 多 个 因子 ,所 以 当 my，…*a 不 全 为 零 时 ,它们 也 只 有 有 
限 多 个 公 因 子 . 我 们 用 (ea ,…，,a.)》 表示 aa 的 最 大 公 因 于 
如 果 (a sc) 一】 ; 恒 称 这 个 整数 aa 全 是 互 袁 的 . 下 面 儿 
条 关于 最 大 公 因 于 的 性 质 可 由 定义 直接 推出 ( 设 a.&8c 均 为 非 
零 整 数 ): 

{ly Cab) = (hoa); 

(2) (Carbyre) = (a) ,eo); 

《3) ba (a; 一 以 这 里 4< 一 号 表示 命题 4 和 命题 吾 
彼此 等 价 ?; 

(C4) (a8) 一 《十 ac). 

但 是 ,下 一 个 结果 是 不 平凡 的 : 


1.1.3 定理 设 a 和 4&8 是 不 全 为 零 的 整数 , 则 对 每 个 整数 

n， 不 定 方程 
ar 二 by=# (x) 

有 整数 解 <z,y) 的 充 要 条 件 是 (aa 1n, 特 别 地 ,方程 ax 十 by 二 
1 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 (a,5) = 1. 

证 明 我 们 用 S 表示 所 有 形 如 am 十 如 的 整数 所 成 的 集 
合 ; 其 中 浊 ,s EZ. 即 

中 一 {fam bslm,s EE Z}, 

于 是 :方程 (* 有 整数 解 寺 > n E 5. 集 合 5 有 如 下 一 些 特性 ， 

(1) 车 nn' ES 风头 十 mr ES, 

这 是 因为 存在 整数 站 ,各 ,s,s' ,使 得 一 am 十 Brn' 二 am 
十 如 5 ,于 是 n 土 nn 二 altm 填 wm) 十 bs 土 5')ES. 

(2) 若 n€ 5S, 则 对 每 个 整数 c,cn € 5. 


这 是 因为 存在 整数 xx 和 *,* 司 得 = am 十 全. 于 是 
cn = atem) + bp{es) EE 后。 

(3) 设 d 为 集合 5S 中 的 最 小 正 整 数 , 则 S$ 怡 好 是 4 的 所 有 倍 
数 所 成 的 集合 ， 

由 于 44 和 5 不 金 为 零 , 并 月 2 二 =a:1 二 B10ES,6=a:0 
十 6.1EES. 由 (2)} 知 土 a, 士 5ES. 因 此 5 中 必 包 含 正 整 数 . 
我 们 以 a 表示 3 中 最 小 的 正 整 数 . 由 (2) 知 a 的 每 个 信和 数 均 属 于 
5S. 友之 ,对 于 5 中 每 个 数 nn, 利 用 除法 算式 知 n = gd 十 +, 其 中 
gor 七 Z, 并且 0 和 +r 所 d 一 1. 由 于 dE5S, 由 (2) 知 qdE€ 5S. 又 因为 
nS; 骨 由 (1) 知 7 二 xn 一 gd 5. 但 是 0 夺 r<d 一 1, 而 2 是 5 中 最 
小 的 正 整 数 , 所 以 必然 = 一 0 即 ma=oad ,因此 为 也 的 倍数 . 这 就 
证 明了 3 恰好 是 如 的 全 体 倍 数 构 成 的 集合 . 

(4) d= (Cad). 

记 万 一 (ay5), 由 于 了 ES 从 而 有 整数 产 , ,使 得 df 二 am 十 
bs. 因为 Pla;Dl5; 从 而 避 |am 二 bs 二 .特别 地 ,DD 过 d. 另 一 方 
面 , 册 于 ca,5ESC 见 (3) 的 证 明 ) ,根据 人 37? 可知 dla,dl 天 于 有 是 了 
为 ae 和 8 的 公 因 子 , 它 当然 不 超过 a 和 如 的 最 大 公 因 子 万 . 于 是 
4 雪 口 .因此 < 一 万 一 (a,6)， 

性 质 (3) 和 (4) 表明 ,集合 5 怡 好 是 由 ca,5) 的 所 有 倍数 构成 
的 集合 .于 是 :不 定 方程 at 十 by 二 n 有 整数 解 二 nE5 二 > 
(a35) | 2 这 就 证 明了 定理 1. 1. 3. 

由 定理 1.1.3 可 以 推出 最 大 公 因 子 的 一 系列 人 性质. 


1.1.4 定理 设 a 积 5 是 不 全 为 零 的 整数 ， 

(C1) 若 区 为 正 整 数 , 刚 (ma,mb) 二 m(a,b). 

(2) 牺 (a; 让 二 d, 则 a/q 和 6d 是 坊 素 的 整数 . 

《3) a 和 4 的 每 个 公 因 子 都 是 其 最 大 公 因 子 (4,5) 的 因子 . 
* 


(4) 若 fa) 一 1 (oz 一 1 则 (op 一 1. 
(5) 车 clab; Cc,8) 二 1; 则 cla 特别 地 , 若 p 为 束 数 ,plas,p 
十; 出 pla. 
证 明 (1) 根 据 定理 1. 1.3 可 知 
(masymb) 二 形 如 mraz 十 mby 的 最 小 正 整数 
二 sw，( 形 如 az 十 by 的 最 小 正 整 数 ) 
=p (tab), 


(2) 显 然 扫 ,入 EZ, 并 且 由 (1) 知 
d = (a,b) = (a :号 ,d ， 号 ] — d| 疆 ,二 |- 于 是 | 了 ,| =1. 

(3) 若 rm 为 a 和 上 5 的 公 因 子 ; 则 a=ma' :一 me ;其 中 必 '， 
5' 反 Z. 于 是 人 ,的 一 (aa mb' 一 jafa ,5 ). 即 为 (a,8) 的 因 
了 于， 

《4》 由 Caym) 二 人 ,区 )= 二 1 可知 在 在 yz ;YY' EZ 使 得 
ar 十 zy 一 1.57 十 mry' 一 1 定理 1 1.3). 于 是 

cr mary 十 Br y+myy' ) 
~ Cartmy} br my )= 1. 

再 由 定理 1.1.3 即 知 (ab,m) 二 1. 

《5 如果 clab, 双 显然 有 clac, 由) 可知 c| (abyac) = 二 atpyc) 
二 4: 即 cla, 特别 若 p 为 率 数 ,plab, 如 果 和 司 , 则 (wp,8)==1. 因此 
pla. 


现在 讲 整 数 的 同 作 性质, 设 mr 是 正 整 数 ,a 和 上 5 是 任意 整 
数 . 如 果 mx1 Ca 一 2 ,我 们 便 说 a 和 点 模 mm 同 余 , 并 且 表 示 成 a 寺 
btmod mr). 这 时 ,用 除法 算式 将 mx 去 除 a 和 二 时 有 同样 的 余数 
r. 如 果 mef(a 一 加 ， 称 aa 和 吉 模 六 不 同 余 , 表 示 成 a 闫 bp (mod 加)， 
例如 5 三 一 1(mod 3) ,一 1 天 6(mod 8). 显然 < 二 0(mod m) 寺 党 

上 


m |a. 


下 面 基 同 祭 式 的 一 些 简单 性 质 . 


1.1.5 引 理 (1Ya=a(mod za) 

(2) 车 a 三 blimod m2) ; 则 5 二 a(mod 7) 1 

(3) 车 a 二 btmod m}),b 生 c(iInod #4) ;人 0| a 二 ce Cmod sm }s 

(4) 车 2c 夺 Be (mod 闫 >， 则 a=6| mod cy . 特 吕 当 (c， 
zi 一 1 时 ,由 ac 三 bc (mod mr) 得 到 4a 寺 b (mod 到 7) 

(5) 车 记 为 秦 数 ,ac 三 bc{tmod p),; 并 且 pte; 则 a 三 6 tmod 
p2. 

证 明 前 三 茶 很 容易 验证 ;现在 证 (4): 和 由 ar 三 e(mod mz) 
可 知 mlac—be= (Cai)e. 10 d= (cm) ; 则 二 , 己 EZ, 并 且 裤 [Ca 


一 六 。 §. 但 是 | 只, 卫 | 一 1( 定 理 1.1.4 的 (2)), 从 而 轨 1(a 一 ) 


(定理 1,1,4 的 (5)). 于 是 a=6| mod 他]. 这 就 证 明了 (4). 而 
5) 可 由 (4) 直 接 推 出 . 


现在 我 们 国定 一 个 正 整 数 六 六 2. 对 每 个 整数 4, 用 [a 表示 
模 和 与 ea 同 杂 的 所 有 整数 神 碟 的 集合 , 叫 作 模 六 的 一 个 同 余 
站 如 0 

[aj= {cE ZIc=a(mod mm)} 
一 {cc 十 yc 二 27 Cc 圭 3rm s+). 
不 难看 出 ,Laj 二 [8] 二 a 二 bl(mod mx), 由 于 每 个 整数 模 x 均 同 
余 于 0,1,…,m 一 1 当中 的 一 个 数 ( 除 法 算式 1). 从 而 一 共有 
个 周 余 类 [LoD,Lil,…… ,Lm 一 11. 我 们 可 以 自然 地 在 这 些 间 余 类 
上 作 加 减 乘 法 运算 , 即 定 丸 
站 站 


[aj+[5]=[a+e], taj—[Lsj=[fa—é]j], [al* [8]=[a 

+ 51]. 则 [0] 起 着 通常 数 0 的 作用 , 即 
[0j+[Laj=Laj, [0j: [Laj=[L0]. 

而 减法 是 加 法 的 逆 运 算 . 即 

若 Lej] 十 [一 [Le , 则 [ce 一 Le 一 忆 ]. 
并 且 加 法 和 乘法 均 满足 交换 律 和 结合 律 , 也 有 分 配 律 : 

[Lal j++[cD=[aj[85j 十 LajLej( 均 等 于 [a5 十 ac 站 ). 
而 L1J 在 溢 法 中 赵 着 数 1 的 作用 , 即 

[1j :+ [eaj = La). 

我 们 现在 考查 一 下 在 模 hm, 的 同 余 类 中 间 是 否 有 彝 法 的 首 
运算 一 一 除法 , 首先 看 看 每 个 同 余 类 [ae]( 和 关 [0]) 是 否 可 以 去 除 
L11, 即 是 否 存 在 同 余 类 [8], 使 得 [ej * [51=[1]. 


1.1.6 引 理 设 兰 产 2,[a] 为 模 关 的 同 祭 类 , 则 存在 同 余 
类 [5] 司 得 [aj， [的 一 人 1 的 充 要 条 件 是 ka,m) 一 1. 并 且 当 
《ap 一] 时 ,只 有 一 个 同 余 类 [6 使 得 [al] [5] 二 全 1j. 

证 明 车 [aj* [j= 二 [1j]; 则 [a61=01j, 从 而 a6 寺 1 (mod 
mr). 于 是 有 n 忆 ZZ, 使 得 喇 一 1 一 om， 设 d= (am) ,Md | ab mn 
三 1; 因 此 d==1; 即 (4,m) 一 1. 反 之 ;车 (a,m)= 二 1. 则 有 5,yEZ， 
使 得 中 十 my 一 1 定理 1. 1. 3), 于 是 1 二 ab 十 my 汪 ab (mod mm)， 
好 [aj ， [58] 二 Labi 二 [1]J, 最 后 我 们 证 明 [5j 的 唯一 性 ; 若 [a]。 
[8]=1,[La]* [8 1=1, 则 a6 二 1 二 ab' (mod m) ,由 于 (Ca,m}) 二 1， 
从 而 5 二 5' (mod mm) ( 引 理 1. 1.5 的 (4)). 于 是 [= [58' 1. 这 就 
证 明了 引 理 1. 1. 6， 


如 果 mm 不 是 率 数 , 则 srw 有 正 因 于 dg, 使 得 1 二 4 二 mm, 于 是 
LedJ 关 10] ,并 且 由 于 (ma 一 cd 根据 引 理 1. 1. 6 可知 不 存在 
电 Fe 


[5 使 得 Le [本 一 0 换 名 话说 ,在 模 闫 的 同 余 类 集合 中 不 
能 用 [aj( 关 [0]) 去 除 [1j; 所 以 除法 不 总 是 可 行 的 , 但 是 当 sm 为 
素数 时 ,如 果 [aj 半 [上 [0]; 有 妈 a 靶 90Cmodp), 则 (pa 二 1, 从 而 存 
在 唯一 的 模 p 向 余 类 [5]j, 使 得 [a]，[55]==[1j. C 引 理 1. 1. 6). 
我 们 称 [5j 为 Lej 的 道 ,并 且 表 示 成 [aj"' ,于 县 当 [aj 关 [0] 时 ， 


[a] * [oa = + Ca]=—[1]. [Pa]-'=| 
这 时 对 任意 模 娟 同 余 类 [<], 均 可 用 [ea] 去 除 Lc], 即 存在 唯一 的 
同 余 类 [zj, 使 得 [aj， [z]=[c]. 事实 上 ,[z] 王 [Le]-:， [ej. 这 
就 表明 ,如 有 困 以 F, 表示 模 p 的 个 同 余 类 [0j,…,[p 一 1 所 构 
成 的 集合 ; 则 下 , 上 有 四 则 运算 ,并 且 这 些 运 算 满足 通常 的 运算 
法 则 . 换 句 话说 , 严 , 是 一 个 域 ,这 是 由 p 个 元 素 组 成 的 有 限 域 ， 
其 中 户 为 任意 素数 . 

我 们 举 F; 为 例 . 加 法 减法 和 秩 法 是 很 容易 作 的 ,例如 [2] 十 
L6=[8 引 一 [1J, [2 一 [6] 王 [2 一 的 一 [一 4 一 [33,[2] 。[6] 一 
[12j=[5], 等 等 . 我 们 有 如 下 的 生 法 表 : 

[oj [1] [C2] [3] [4] [5] [6] 
[0] [C0] [Lo] [0] [oj [o] [oJ 


[Li] [0j LIJ [2] [3] [4 [5 了 [6] 
[2] [5] [2] [4] [6] C1] [3] [5] 
L3] [0] [3J [6] [2] [5] C1] [4 
La] [90] [4] [C1] Ls] [2] [6] [3] 
[5 了] [0] [5] [3] [1 [6] £4] [2] 
[6 Loj [6] [L$] [4jJ [3] C2] [] 


除法 运算 则 不 简单 (特别 当 p 是 大 素数 的 时 候 ), 因 为 求 [z] 一 
网 j [6 天 [o]) 相当 于 解 同 余 方程 r==aCmod ,例如 为 求 
“A 


2 ,我 们 可 藉 助 于 乘法 表 ,在 最 左边 一 列 中 找到 [5], 将 这 个 


[5] 所 在 那 一 行 的 栏 内 找到 [2], 则 位 于 [2 的 最 上 方 是 [6] ,于 是 
[5] . [6 一 [2], 即 并 ] = [6]. 我 们 也 可 以 解 同 余 方程 sz= 
2(mod 7). 等 价 于 5z 三 2 十 4*， 7 二 30(mod 7? ,让 于 (5,7)? 一 1， 


从 而 f= 浊 ==6Cmod 7) 上 2 [6]. 这 也 可 以 写成 


中- [2 8]— =-[ 2 -6] 
现在 我 们 谈 谈 ， 元 有 限 域 下 ， i 为 了 符号 简 
单 , 对 于 国定 的 素数 zp, 今 后 我 们 把 模 pp 同 余 类 [aj 简 写作 a. 于 
是 ,作为 天, 中 的 元 案 ea 和 45,a= 上 8 是 措 apfmod pp). 于 是 在 下， 
中 人 恒 得 到 第 一 个 有 趣 的 等 式 :z 一 0, 由 此 又 得 出 下 面 有 趣 结果 ，; 


1.1,7 定理 设 a,5EZ, 则 在 请 元 域 严 中， 
ta 二 P= 二 a 十 可， 
证 明 我 们 应 当 有 二 项 式 展开 
(Cat =at Ca B+ tr tab 1+ 


其 中 C 一 地 cj7 是 整数 .但 是 当 1<a<2p 一 1 时 ,1<p 一 ;去 


户 一 1. 因此 p 除 不 尽 GG 的 分 母 站 (pp 一 2}1 ,可 是 分 子 p! 有 因子 
户 ; 于 是 pCp( 对 于 1 所 i 和 pp 一 1), 于 是 在 FF 中 一 0(1 才 i 才 p 一 
1) 所 以 知 将 二 项 式 展 开 式 看 成 FF, 中 的 等 式 , 右 边 只 剩 下 前 后 
两 项 , 即 Ca 十 感 3 一 az 十 绢 ， 


1.1.8 定理 对 于 中 每 个 元 素 4, 均 有 等 式 o 一 一 4. 如 
这 a 天 0( 在 下， 中 ), 则 a? :一 1. 
+ 0- 


所 ,ya 关 0; 则 由 ab 一 ac 可 推出 6=c. 这 是 由 于 a 和 关 0, 从 而 和 存在 逆 
元 素 a '. 于 是 
六 一 1 * 5b 一 a av b= 二 a (av 5 (结合 律 ) 
一 ca ac) = (a aec=1 * c=e, 

仍 设 a 关 0. 则 1,2,…,p 一 1 是 下 , 中 全 部 非 零 元 素 , 易 知 a， 
2a+3ar 呈 《Pp 一 1)a 是 下 ,中 不 同 的 元 素 ( 利 用 上 面 的 消去 律 ， 
并 且 均 不 为 0( 仍 用 消去 律 ; 若 训 = 二 0=i*，0,1 扩 1 护 p 一 1, 由 于 
fi 关 0; 从 而 a 二 0, 这 与 想 设 a 关 0 相 牙 盾 }. 于 是 ay2a fp 一 1)a 
也 蚌 下 , 中 全 部 非 零 元 素 , 所 以 在 了 中 便 有 等 式 

1 2 (po 1 =a (a) + + (po a. 
BI:2e rs (pe—1)=] 200+ (Cp—1)*arf!. 由 于 1*2* 
… 。(# 一 1 尖 0, 因 此 用 请 去 律 即 知 oz 一 1( 当 ea 天 0 时 ), 从 而 
2 一 4. 而 后 一 等 式 显然 对 a 一 0 也 成 立 . 这 就 证 明了 定理 1.1. 8. 

注 记 ”将 定理 1.1. 8 叙述 成 同 余 式 的 语言 , 则 是 : 设 p 为 素 
数 ,aEZF,pha; 则 a 三 1Cmod p)., 这 正 是 初等 数论 中 的 费 尔 巴 
小 定理 ， 


1.1.9 定义 设 a 是 FF 中 非 零 元 素 . 则 使 等 式 必 =1 成 
立 的 最 小 正 整数 = 叫 作 元 素 a 的 阶 ,而 a 叫 作 FF， 中 的 n 阶 元 


素 . (由 于 a ! 二 1, 从 而 必 存 在 最 小 正 整 数 使 得 a 二 1.) 
例如 在 F; 中 ,1 是 1 阶 元 素 ,6(== 一 1) 是 2 阶 元 吉 ,?$ 和 4 
是 3 阶 元 率 ,3 和 5 是 5 内 元 素 . 


1. 1. 10 定理 设 a 是 FF 中 阶 ( 非 零 ) 元 素 . 则 
(1) 对 每 个 整数 NN ,a" = 二 1 二 >n|N, 特别 地 , 正 , 中 非 零 元 案 
ea 的 阶 替 是 p 一 1 的 因子 . 
= 站 二 


(2) 对 每 个 整数 z, 元 素 必 的 阶 是 一 一 .特别 地 ,a* 为 nn 


阶 元 素 的 充 要 条 件 是 (nm) 二 1， 

证 明 ) 若 nn|IN, 则 有 上 EZ, 使 得 和 N==k&rn. 于 是 a*=a™ 
Ce 一 1: 二 1. 反之 , 兰 a 二 1, 由 除法 算式 可 知 Nm, 其 中 
9rE ZE0srs 安 1 一]. 于 是 

中 一 和 一 (1) "=1. 
由 于 是 满足 = 二 1 的 最 小 正 整 数 , 而 0 所 7 所 n 一 1. 所 以 必然 > 
一 0, 印 N=gn. 于 是 nl 最 后 ,由 于 ae :一 区 定理 ].1. 8 ,四 
此 nltp—1)., 
(2) 对 于 每 个 正 整 数 ，， 
(Ca) 一] 二 >a™ 二 1 二 >n|mt (由 本 定理 的 (1)) 
村 Li 
om) | em 
Cnsm) [由 于 硬 太 7 和 厂 攻 < 三 互 素 上 
而 元 率 a" 的 阶 是 满足 fa" 7 一 1 的 最 小 正 整数 / 于 是 它 也 是 满 
足 去 区 |! 的 最 小 正 整数 ,这 显然 为 二 于 .最 后 ， 


a” 的 阶 六 # 寺 > 一 一 一 my rn 


注 记 根据 定理 1. 1. 10, 有 限 域 ,中 每 个 非 零 元 素 的 阶 
者 是 p 一 1 的 因子 . 例如 在 F; 中 , 非 零 元 素 的 阶 只 能 是 6 的 天 
于 ; 即 F; 中 只 能 有 6 阶 ,3 阶 ,2 阶 和 1 阶 元 素 { 见 前 面 的 例子 ). 

假如 F, 中 存在 p 一 1 阶 元 素 g, 那 么 1=g',g!,g?,… ,gr 
便 是 下 ,中 pp 一 1 个 彼此 不 同 的 非 零 元 素 ( 因 为 车 g' 一 g' ,0<Cisj 
pp 一 2; 则 jj 一 i 之 0 并且 j 一 i 所 p 一 2. 而 i 一 gi * (g')-1== 
2g(g) 一 1 由 于 中 的 阶 为 2 一 1 而 0&j 一 :所 p 一 2, 从 而 必然 
一 i 二 0; 脚 1 二 14). 所 坟 F, 中 每 个 非 零 元 素 均 是 可 的 方 覆 . 从 而 

"iil" 


(nn, my 


好 ny 


一 nm) = 二 1. 


下, 有 非常 简单 的 胶 法 结构 ,Fs 中 的 p 一 1 阶 元 素 g 在 初等 数论 
中 叫 作 模 p 的 原 根 , 并 且 在 初等 数论 中 证 明了 :对 每 个 素数 p， 
必 存 在 模 记 的 原 根 , 换 句 话说 ,有 限 域 ,中 一 定 有 pp 一 1 芥 元 
率 . 这 样 的 元 素 叫 作 FF 中 的 本 原 元 素 . 我 们 在 第 1,4 节 中 将 要 
对 任意 有 限 域 证 月 类 似 的 结论 . 

现在 我 们 暂且 假定 已 中 存在 本 原 元 素 g. 于 是 让, 中 p 一 1] 
个 非 零 元素 为 gg%….a7 71,y" 1! 一 g" 二 1. Fs 中 可 能 有 许多 个 本 
原 元 素 . 事实 上 ,根据 定理 1. 1. 10, 非 零 元 素 gi 员 所 i 所 p 一 1) 的 
阶 为 过 .从 而 & 是 本 原 元 素 的 充 要 条 件 为 (p 一 1,2) 一 1. 
即 F, 中 本 原 元 泰 的 个 数 恰好 是 1,2,3,…,p 一 1 当中 与 p 一 1 互 
素 的 数 的 个 数 . 在 初等 数论 中 ,对 每 个 正 整 数 x, 我 们 用 gm) 惠 
示 42,…* on 当中 与 n 互 察 的 数 的 个 数 .这 叫 作 殉 拉 函数 , 例如 
HD = 1 =2,94)=2,95)=4,86)=2,9(7) = 
6 等 等 .于 是 , 产 中 共有 gxp 一 1) 个 本 原 元 素 .例如 在 上; 中 共有 
17 一 1) 一 gx(6) 二 2 个 本 原 元 察 ,它们 是 3 和 5. 

给 了 一 个 大 素数 p, 如 何 快速 地 求 出 F, 中 的 一 个 本 原 元 素 
g8? 进 而 ,如 果 知 道 了 天 中 一 个 本 原 元 素 g, 那 末 对 请, 中 每 个 非 
等 元 素 a ,如何 快速 地 求 出 使 < 一 & 成 立 的 指数 好 这 些 都 是 工程 
技术 上 非常 感 兴趣 的 算法 问题 , 数论 学 家 阿 廷 (E. Artin) 曾 经 提 
出 一 个 猜想 :对 每 个 大 于 1 的 非 平方 整数 a, 均 存在 无 限 多 个 素 
数 p, 使 得 a 是 有 限 域 Ff, 中 的 本 原 元 喜 . 这 个 猜想 至 今 未 能 解 
决 . 紫外 ,估计 模 p 最 小 原 根 g 的 上 界 ( 或 者 1g1 的 上 界 ) 也 是 一 
个 很 难 的 理论 问题 . 我 国 数论 学 家 王 元 等 人 在 这 方面 曾 作 过 好 
的 结果 ,但 是 离 铀 想 的 上 界 还 有 很 大 距离 . 有 兴趣 的 读者 请 看 华 
罗 庚 :数论 导 引 ) 一 书 . 

关于 请 元 有 限 域 暂且 讲 到 这 里 ， 


* 站 他 


1.1.11 习 题 

1. 设 aa 和 占 均 是 非 堂 整数 ,以 La 表示 na 和 5 的 最 小 5( 正 ?会 倍数 ， 求证 

《I》 a 种 的 每 个 公 俏 数 都 是 [a,5j 的 倍数 ， 
(FE) 著 着 为 正 整 数 , 则 [at 一 加 La; 的. 
Ca ab)[a,b]=ab. 特别 地 ,a 和 上 585 互 素 的 充 要 条 性 是 [a,8]= a. 

2. 设 a 和 上 是 互 素 的 整数 . 念 {royyo) 为 不 和 定 方 程 az 十 5 一 1 的 一 组 整数 
解 ( 整 数 解 的 存在 性 由 定理 1.1.3 所 保证 }), 则 该 方程 的 全 部 整数 解 可 
以 表示 成 ”f=zo 十 如 ,y= 二 yo 一 屁 ; 其 中 1! 为 任意 整数 ， 

3. 求 下 列 方 程 全 部 整数 解 : 

{Ty 2437 十 1989 一 9093 CE) 和 Lz 一 114y 一 5. 

4. 证 明 沼 数 有 无 限 凶 个。 

5. 在 Fw 中 作 除 法 于 一 ? 

6. 设 户 为 素数 ,上 和 +! 为 正 整 数 , 求 证 {一 1:p 一 1) 一 pp 一 1， 

7. 求 有 限 域 FF 中 的 所 有 本 原 元 素 ,3 阶 元 素 和 4 阶 元 率 . 

8. 役 a 和 点 为 有 限 域 ,中 的 非 零 元 素 . 求证 
(Ia 和 a-: 有 相同 的 阶 ， 

CI) 车 a 各 的 阶 分 别 为 和 2 并 且 (Cs 11) 二 1 则 a5 的 阶 为 #5. 
(于) 车 a 汶 3 阶 元 案 , 则 上 十 a 十 1=0; 并 且 1 二 a 为 5 阶 元 素 . 
(CN) a 的 阶 数 为 有 的 充 要 条 件 是 :a 二 1, 并 且 对 的 每 个 素 因 子 pp， 
az: 尖 1， 
9. 验证 257 是 京 数 , 并 且 10 是 域 Fs: 中 的 本 原 元 素 . 
10. 设 为 家 数 , 并 且 p 二 1 (mod 4). 求证 :车 g 是 下 中 本 原 元 素 , 则 一 
也 是 局 中 本 原 元 率 ， 
11. 设 sm 为 尾音 正 整 数 , 以 [aj 表 示 整 表 4 的 模 zm 同 余 类 .求证 
(1) 共有 yim) 个 圈 法 可 道 的 模 束 同 余 类 [ea], 其 中 glm) 是 欧 近 函 数 ， 
《LeJ 叫 索 法 可 闭 的 ,是 指 存在 5€Z ,使 得 [a][#] 二 [1]). 
(ET》 若 Lalj,tes], [aro] 是 所 有 腰 法 可 道 的 模 普 局 余 类 , 则 对 生 
个 与 mw 互 宗 的 整 熬 a, Laeal],[Laas],… [amroj 也 是 所 有 二 法 可 赣 的 措 
只 i3* 


六 同 余 类 ， 

CE 《小 费 尔 马 定理 设 a 为 整数 , (am 一 1 求证 or” 王 1 (modm). 
12. 求证 :( 1) 对 每 个 大 于 3 的 正 整 数 m :9(m) 均 是 香 数 .5(1， 若 户 为 罕 

数 ,# 蒂 1]1. 则 红妆 ) 一 友 直 一 ]). 


3$1.2 什么 是 域 ? 


我 们 曾 说 , 城 是 具有 四 则 运算 的 集合 ,并 且 这 些 运 算 满足 通 
常 一 些 运算 法 则 , 但 是 这 个 说 法 是 非常 不 准确 的 . 这 一 节 我 们 首 
先 给 出 域 的 确切 定义 . 有 了 有 理 数 域 .实数 域 .复数 域 和 有 限 域 
F 这 样 一 些 实际 例子 ,下 面 对 域 作 会 理化 的 定义 时 就 不 会 感到 
抽象 和 空 泛 ， 


1.2.4 定义 设 下 是 一 个 集合 ;并且 在 集合 下 上 规定 了 
两 种 运算 , 叫 作 加 法 和 乘法 . 即 对 于 天 中 任意 两 个 元 素 a 和 用 
作 加 法 运算 得 到 下 中 唯一 元 素 as 十 5 作 屁 法 运算 得 到 尺 中 唯一 
元 素 a* 5b( 或 简写 作 a5), 我 们 说 集合 下 对 于 所 规定 的 加 法 和 莱 
法 运算 是 一 个 域 , 是 指 以 下 运算 规则 都 成 立 ， 

《 1》 关于 加 法 : 

(TIT,1》《(《 结 台 律 )(e 十 5 十 c 一 < 十 局 十 c 

《对 任意 af 人 下)， 

《11.2)} 《交换 律 )a 十 5=5 十 a 《对 任意 a,5E FF). 

( 工 .3 《 零 元 隶 ) 在 下 中 存在 元 素 , 记 成 0, 使 得 

4# 十 0 一 4 《对 每 个 a€ 下)， 

‘注意 :满足 这 性 质 的 0 至 多 只 有 一 个 ,因为 车 下 中 元 素 0 
也 有 此 性 质 , 即 a 十 0' 一 a( 对 每 个 ee 大)， 那 末 0 十 0' 酥 等 于 0， 

* Ii* 


又 认 当 等 于 0 ;从 而 0 一 六 )， 
《 [TI .4》【( 负 元素) 对 每 个 元 素 aEF, 均 有 5E€ 下 ;使 得 
立 十 上 二 0. 

‘注意 ;满足 此 性 质 的 5 也 是 唯一 的 , 因 阁 a 十 所 二 90; 则 
p=6 0=8 a+) 二 +a+b=0+b= 人 0. 

我 们 把 满足 a 十 8 二 0 的 唯一 元 素 5 记 成 (一 a), 叫 作 a 的 仙 
元 素 , 于 是 总 二 (一介 一 0《 若 把 e 与 (一 信之 和 表 成 2 一 6, 即 a 十 
(一 上 一 a 一 5. 从 而 下 中 有 减法 运算 .》 

《I ) 关于 乘法 : 

《I .li {结合 律 ) (mc 一 age) (对 任意 aib ,rEF). 

CI.2) (交换 律 ) 一 pa {对 任意 a,bERF)， 

《1,3) 《 乏 元 素 ) 在 下 中 存在 元 素 ( 记 作 )1,1 关 0, 使 得 
a*+ 1 二 a 《对 每 个 a€EF). 

“满足 上 述 性 质 的 么 元 素 也 至 移 只 有 1 个 , 因 若 a .1' 一 a 
《对 每 个 aE 下 ), 则 1*，1' 既 等 于 1, 叉 等 于 1', 从 而 1=1')， 

C4) 信道 元 案 ) ”对 于 下 中 每 个 元 素 a 关 0, 均 有 5EF， 
使 得 a6==1. 

‘满足 上 述 性 质 的 5 是 唯一 的 , 因 车 ab' 二 1, 则 5=b*1= 
plap ) 二 (ba 一 (ai 二 1 6' 一 5'.) 满 足 ob 二 1 的 瞧 一 元 素 
5 表示 成 a ', 叫 作 a 的 逆 元 素 . (于 是 当 a,5EF,a 关 0 时 ,我 们 
又 有 除法 二 一 6 "a 1.) 

CI) (分 配 律 ) aC6 十 人 ) 二 4 十 ac( 对 任意 a,b,cE 下). 


有 理 数 集合 .实数 集合 与 复数 集合 对 于 通常 数 的 加 法 和 乘 

法 运算 满足 上 述 全 部 法 则 ,所 以 它们 都 是 域 . 其 中 零 元 素 和 公元 

素 分 别 是 数 0 和 1. 对 每 个 素数 p, 我 们 在 前 节 表 明 集 合 上 , 对 于 
» jo" 


同 余 类 的 加 法 和 乘法 运算 也 满足 上 上述 全 部 法 则 ,所 以 也 是 域 . 而 
零 元 素 和 之 元 素 分 别 是 间 人 余 类 [0] 和 [1j. 为 了 扩大 眼界 ,我 们 再 
举 一 些 域 的 例子 . 
例 1 我 们 以 及 表示 实数 域 .考虑 集合 

RE/—2]= a+b v2|ab € R}. 
这 是 复数 域 的 一 个 于 集 , 这 个 集合 里 可 以 定义 通常 复数 的 加 法 
和 乘法 运算 . 这 需要 验证 ;有 Lv 一 2] 中 任意 两 个 数 的 和 与 积 仍 
旧 属 于 了 R[x 二 2]. 事实 十, 车 a=a 十 5 ww 一 2,P 一 c 十 dv 一 2 为 
RL vA 一 2] 中 的 数 , 其 中 a,5,c,d€ 姨 . 则 

a 二 B= (+ +B+d) v2, 

aB = (ac — 26d) + (ad + Bey v— 2. 
可 知 a 十 8,apE€ RLv 一 21. 于 是 通常 数 的 加 法 和 乘法 确实 是 集 
合 RLY 一 2J 中 的 运算 . 现在 我 们 验证 域 的 定义 中 的 那些 公理 . 
多 数 公 理 蚌 容 易 验 证 的 ,RL v 一 2] 中 的 堆 元 素 和 各 元 素 仍 是 数 
0 和 1.4a 十 pb v 一 2 的 负 元 束 为 一 a 一 5 一 2, 关键 是 验证 公理 
CI.4), 即 对 RE wv 一 2] 中 每 个 非 零 元 素 ae 一 aT5 YY 一 2( 从 而 a 
种 如 是 不 全 为 零 的 实数 ,我 们 要 证 存在 8E R[ VY 一 2], 使 得 a 
二 1. 站 移 因 为 < 关 0, 从 而 必 有 复数 8, 使 得 s8=1(5 因 为 复数 全 
体 是 域 1) ,由 于 

-orI-- 1 ea 一 0Y 一 2 
Aap v 一 2 a 十 2 


a —p 
zB) + | ar)| Y 一 2 
并 且 全 十 38 天 0( 因 为 * 和 心 是 不 全 为 零 的 实数 ), 从 而 7， 
地 二 5 人 R. 这 就 表明 BE RE v 一 5]. 因此 a 在 RLV 一 3] 中 有 北 


元 素 , 于 是 RL v 一 2] 是 一 个 域 . 
. 1. 


J 
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例 2 设 下 是 任意 一 个 域 .上 是 一 个 文字 (或 叫 未 定 元 ). 我 
们 以 FLzxj 表 示 以 zz 为 未 定 元 系数 属于 域 玉 的 所 有 多 项 式 构成 
的 集合 , 即 [x] 中 元 床 是 多 项 式 

FT 一 Go 十 Ht 十 十 如 -1 区 十 an， 
其 中 maEFCOsi<Sm) 如 果 am 天 0, 称 jz) 为 工 次 多 项 式 ,as 叫 


f(z) 的 首 项 系数 . FLx] 中 两 个 多 项 式 

FT 一 Go 十 G "a CT)=bor'tbr + 二 
相等 ,是 指 对 应 系数 均 ( 在 FF 中 ) 相 等; 即 wa 一 记 (0< 扫 ; 魏 洒 .在 
多 项 式 集合 了 LzJ 中 象 通常 那样 定义 加 法 和 乘法 , 即 对 下 [zj] 两 
个 多 项 式 
fr ar tar Tas ECT)=bor" tb rr 二 Db,， 
其 中 a,5j;EF, 定 义 名 项 式 加 法 为 同 深 项 系数 相 加 : 

rg tt) = a0 br 二 ath) 二 十 (a 二 bY. 
而 多 项 式 
Jr) 一 ao 十 GT 小 十 
gt) = 
禄 溢 是 用 分 配 律 之 后 再 合并 同类 项 ， 
far =abor" "+ (Cab abo rt™-! 
二 (Gods 二 ddando xt™ 十 -十 你 
易 知 这 两 个 运算 确实 是 下 [zj] 中 的 运算 , 即 车 f(x),g (x)E€ 
FLzj, 则 /Cr 二 ErrCrgBCr)ERLz], 容 易 验 证 ,除了 公理 
《了 .4) 之 外 ,FLz] 对 于 上 述 运 算 满 足 所 有 其 他 公理 . 这 样 的 数 
学 结构 在 数学 上 叫 作 是 一 个 环 ( 驳 切 地 说 ,应 叫 作 具 有 勾 元 素 的 
交换 环 ). 整数 集合 2 对 于 通常 加 法 和 科 法 运算 也 是 这 样 的 环 ， 
我 们 今后 不 准备 多 谈 环 的 性 质 , 只 是 有 时 用 一 下 整数 环 Z 或 多 
项 式 环 FLx] 这 样 的 名 称 . 
* J]7s 


正 象 引入 有 理 分 数 可 以 将 整数 环 Z 扩大 成 有 理 数 域 一 样 ， 
我 们 也 可 把 多 项 式 环 用 类 似 办 法 扩大 成 域 . 设 /Cx) 和 g(x) 是 
F[z] 中 两 个 多 项 式 ,并 且 gCx) 关 0. 我 们 把 人 好 叫 作 (系数 届 
十 的) 有 理 函 数 . 每 个 有 理 分 数 可 以 有 许多 种 表示 方法 

如 二 一 全 一 二 | ,我 们 也 需要 把 一 些 有 理 函 数 等 同 起 来 , 即 对 
于 FLxj 中 多 项 式 f(z) ,g(r) ,了 (x),g' C(x), 其 中 F(X) V0, 
&' (x) 关 0. 我 们 说 有 理 函 数 人 他 和 二 -22 相等, 指 的 是 
rg (rT) 二 (rg(tz), 以 F(z) 表示 系数 属于 域 下 的 所 有 有 
理 级 效 所 成 的 集合 ,在 天 (xz) 中 如 下 定义 加 法 和 乘法 ( 象 分 数 一 
样 ) 


fr) 上 攻 (z) Or)IE try OF Cg (x) 
ELT) 后 《全 grT)g' (Cr) gCT)E' Cx) 


_ f(r)g: 【TI 十 疡 CogCr) 
{rg (rt) 


HX) FO _ ff (rz) 
Sr) RAT) gryg (Cry 


当 g(x) 关 0,g8' (zx) 关 0 时 , 易 知 glx)g' (x) 壮 0, 从 而 上 述 加 法 
和 乘法 确实 是 屎 (z) 中 的 运算 . 可 以 直接 验证 ,Ftx) 对 于 这 种 加 
法 和 乘法 运算 满足 域 的 所 有 2 公理 (详细 验证 是 不 难 但 是 相当 炳 


琐 , 这 侍从 略 ), 比如 说 ， 对 于 有 理沙 数 人 如,g (zx) 关 0， 如 果 


x) LI ) {《 
Bx) 姑 0' 则 f(x) 关 0, 而 0 汪 的 逆 元 素 就 是 如 .从 而 公 


C1. 4) 满 必 ,于 是 F(z) 为 域 , 叫 作 (DL F 条 吉 的 ) 有 六 
域 . 每 个 下 中 元 素 a 可 看 成 是 [xz] 中 的 多 项 式 ,但 是 次 数 之 1 
的 多 项 式 不 属于 F. 因此 多 项 式 环 F[z] 真 包含 域 F. 另 -方面 ， 
每 个 多 项 式 f(x) 可 看 成 有 理 函数 达 , 从 而 有 理 函数 域 F(z) 


了 总 * 


又 真 包含 严 [z], 于 是 域 F(z) 真 包含 域 到 换 句 话说 ,对 于 每 个 
域 下 ,我 们 都 可 作出 一 个 比 下 更 大 的 域 Fx》， 


现在 我 们 列 出 域 的 一 些 公共 狂 质 . 


1.2.2 定理 设 下 是 域 , 则 

(it 《可 法 请 去 律 ?车 a,58,cEF,a 二 c==5 十 c, 则 a 二 6. 

《2) ( 敢 法 消去 律 ) 若 a,b,cEF,c 坟 oac 二 A ,; 吊 a 一 户 

3) 对 每 个 aE€EFa* 0 二 0. 

(4) 设 a5bEF,ab 一 0; 则 a 二 0 起 者 5 二 0. 

{5Y 对 a bEF,—(—a}=as— Cat = —a—b,a(t—b)= 
{(—ap=— ab} (a (6) =ab. 

C6) 对 于 下 中 非 零 元 素 a 和 尼 ， 

(a YD =a (ap =a lb !l, (a} l=—a 

证 明 我 们 只 证 明 其 中 一 部 份 作 为 例子 ,其 余 请 读者 自行 
补 是 ， 

C1) 洛 a 二 c= 二 5 十 ;人 则 a 二 cc 二 (一 个 一 8 十 cc 十 (一 中 ,但 是 
十 《一 c 一 0, 从 而 a=6. 类 亿 可 证 乘法 消去 律 (2)， 

《3 a* 0=a* (0 十 0 一 2 0+a* 0. 

于 是 a* 0=a* 0—a* 0=0. 

(4) 设 中 二 0, 若 a 关 0; 则 5 二 a，0; 从 而 5=0( 由 (2)), 于 是 
和 上 至少 有 一 个 为 零 . 

(6) 由 于 a ta =atbb a l=as ld i~a*a !=1l, 
从 而 (ab) !==6 7 a! 二 a 81, 由 此 推出 

(—a) =e T=) la!=—a-, 

注 记 ”我们 还 可 以 的 出 下 列 一 些 法 则 

《7》 对 于 asb cEF, aa 一 名 十 ce 一 洋 一 太一 c， 

.19. 


a {pp—c}=a—btite: 人 (和 一 站 一 (要 一 6 

(8) 设 aEF, 迪 于 正 整 数 mn, 以 ma 表示 于 个 za 相 加 0。a 
= ,CC 一 na = 一 Cw) 则 当 n mE FabEF HH,n(tath) =na 
nprtm 二 n=mad+nar Cd 一 of 等 等 . 

(9 可 aEF,n 为 正 整 数 , 令 ao 为 nn 个 a 之 积 ,ar 一 1 二 
ca), 则 对 于 a,5E FnymEZ, 我 们 有 at" 一 a co 一 


(am), ap —a™t", (Ca++b)" = 之 Ciab"-'( 其 中 ne 1). 
这 些 运 算法 则 都 是 大 家 所 熟悉 的 ,我 们 请 读者 自行 证 明 . 现 
在 我 们 再 讲 一 些 关 于 域 的 新 性 质 . 


1.2.3 定义 设 天 是 域 呈 的 一 个 子 集 . 如果 扩 对 于 F 中 


规定 的 吉 法 和 乘法 运算 形成 一 个 域 , 则 灭 叫 作 瓦 的 子 域 ,而 下 
叫 作 天 的 扩 域 (或 扩张 ) 

例如 :有 有理数 域 是 实数 域 的 子 域 , 而 实数 域 又 是 复数 域 的 子 
域 . 对 于 每 个 域 下 ,有理 函数 域 Pr) 是 丘 的 扩 域 . 记 玉 为 实数 
域 , 则 RL vy 一 2 是 尺 的 扩 域 . 

注意 子 域 K 中 的 如 法 和 乘法 运算 一 定 费 和 域 FF 中 的 相 辣 . 
所 以 要 验证 域 下 的 一 个 子 集 下 是 否 为 子 域 ,首先 要 验证 下 中 
元 素 按 F 中 运算 作 乘 法 和 加 法 ,所 得 的 积 与 和 是 否 仍 属于 天 . 
若 答 案 是 肯定 的 , 则 下 中 的 加 法 和 绞 法 才 可 以 看 成 是 玉 中 的 运 
鼻 . 其 次 要 验证 天 对 于 加 法 和 乘法 运算 是 否 满 足 域 的 诸 条 公 
理 , 事实 上 ,我 们 只 需 验 证 其 中 两 条 即 可 ;车 a€ 下 , 则 一 a 也 属 
于 下; 若 aE€ 丰 ,a 关 0, 则 (F 中 元 素 )a-: 也 属于 天 ,至 于 其 他 诸 条 
公理 ,它们 在 成 中 不 立 . 在 兵 中 也 自 然 成 立 , 所 以 是 不 用 验证 
的 ， + 


= 20* 


1.2.4 定 藉 为 了 与 数 1 相 区 别 ,我 们 暂时 用 e 表示 域 下 

中 的 乏 元 素 ( 于 是 对 每 个 a€ ,ae 一 a). 考查 元 素 
ede = e236 一 上 十 ee 十 ev 

如 果 存 在 正 整 数 =, 使 得 *e 一 0, 则 满足 这 条 件 的 最 小 正 整 
数 关 岂 作 域 下 的 特征 . 如 果 丰 存在 正 整数 = 使 得 ne 二 0, 则 称 域 
F 的 特征 为 零 . 

例如 有 理 数 域 ,实数 域 和 算数 域 的 特征 均 为 零 ,因为 这 些 域 
的 乏 元 素 就 是 数 1, 而 对 每 个 正 整 数 n,mnre= 二 n+:1 一 nn 不 为 零 , 又 
如 疡 元 域 F, 的 特征 是 p, 因 为 F, 的 乏 元 吾 为 [1], 零 元 素 为 
L0], 而 交 * [01 和 Jj 十 [1 十 … 十 [1 一 [pj]=[0j, 并 且 p 是 使 
此 式 成 立 的 最 小 正 整 数 . 


1.2.5 定理 域 的 特征 或 者 为 零 ,或 者 为 素数 ， 

证 明 着 域 下 的 特征 不 为 零 , 则 存在 正 整 数 n, 使 得 ne 二 0. 
襄 # 是 满足 此 条 件 的 最 小 正 整数 , 即 wn 为 下 的 特征 ,由 于 e 关 90， 
从 而 # 于 1, 即 wn 之 2. 如 果 不 是 素数 , 则 可 写成 两 个 比 n 小 的 
正 整 数 之 积 ;n 二 nn + 于 是 

(He CAE) = mn = ne — 0, 

从 而 me 二 0 或 者 me 一 0. 但 这 与 4 的 最 小 性 相 巴 盾 . 所 以 jw 必 为 
素数 ， 

注 记 若 域 下 的 特征 为 零 , 则 对 于 不 同 的 整数 nn 和 mm,ne 
与 me 是 下 中 不 同 的 元 素 . (因为 车 ne 二 me, 而 #4 闫 r, 不妨 设计 
ms 则 一 mm 为 正 禾 数 , 而 (一 zr)e= 二 ne 一 me 二 0, 这 与 下 的 特征 
为 等 相 学 盾 , ) 于 是 下 有 子 和 集合 

站 二 0 二 0+e,y 十 je; 十 Be, 十 36s:1. 
将 4 中 元 素 ne 对 应 成 整数 ,这 是 A 与 整数 环 Z 之 间 的 一 一 对 
应 . 如 果 再 考虑 这 两 个 集合 的 代数 结构 , 即 考虑 4 和 Z 中 的 运 
。 了 。 


算 , 则 上 述 对 应 与 加 法 和 乘法 运算 是 相 协调 的 , 即 ae 与 me 之 和 
(x 十 mje 恰好 对 应 于 nn 与 mm 之 和 nn 十 me; 而 we 与 me 之 积 
Ye 一 (He 恰好 对 应 于 nn 与 式 之 积 jpn 所 以 我 们 可 以 把 
4 等 同 于 整数 环 Z, 在 这 种 等 同 之 下 ,e 写成 1] ,ne 写成 n. 进而 ， 
若 w 和 m 是 整数 ,m 关 0, 则 me 关 0, 于 是 下 中 有 元 素 莹 ,我 们 把 


它 写 或 到， 中 看 成 是 有 理 数 ,从 而 每 个 特征 零 的 域 都 以 有 理 数 域 


党 看 虽 和 冯 


作为 子 域 . 特别 地 ,每 个 特征 零 的 域 都 是 无 限 域 ,或 者 换 名 话说， 
有 限 域 的 特征 一 定 是 素数 

若 天 是 域 下 的 子 域 , 则 下 和 下 的 特征 是 相同 的 ,因为 它们 
有 公共 的 么 元 率 e, 而 域 的 特征 的 定义 只 与 < 有关 .特别 地 ,有 理 
曙 娄 域 F, (x) 的 特征 与 p 元 域 FF 的 特征 一 样 ,都 是 素数 pp. 这 
个 tm ， 也 表明 ,无 限 域 的 特征 不 一 定 为 零 ,也 可 以 是 素数 . 

芭 域 的 特征 为 素数 记 . 则 0=0e,1e,2e,'*,{p 一 1])e 是 下 
中 个 不 同 的 元 素 , 而 pe 二 0, 如 果 将 下 中 元 案 ne 看 成 是 中 
元 素 [n1(0n& 和 pp 一 1). 那 未 下 ,成 为 FF 的 子 域 .综合 上 述 , 可 知 
有 理 数 域 和 p 元 域 F, 是 一 批 最 小 的 域 . 每 个 域 或 者 包含 有 理 数 
域 ( 当 特征 为 零 时 ) ,或 者 包含 某 个 p 元 域 F,( 当 特征 为 p 时 ). 

由 于 本 书 主要 对 象 为 有 限 域 , 所 以 请 大 家 要 特别 注意 特征 
疡 域 的 性 质 .下 面 是 其 中 的 一 些 . 


1.2.6 定理 设 域 下 的 特征 为 素数 p,e 为 域 已 的 么 元 
率 , 则 
(1 对 每 个 aE Fa 十 a 十 十 atp 个 )== pa 二 0 
(2) 车 区 为 整数 ,a 关 0, 删 ma 二 0 p |. 
(3》 对 于 a,5E FF 和 每 个 正 整 数 4， 
(at or =ar + er. 
» DIO. 


《4) 对 每 个 正 整数 ,集合 
FE 一 fa latErF} 


是 五 的 子 城 . 
证 明 (1) a 二 a 十 … 十 a 一 a。，e 十 ae 十 … 十 ae 
=atete 二 "二 Te) 
=a(pe)=a* 0=0. 
(2) 若 mmm, 则 基 EZ. 而 ma 一 到 (pa 一 到。0 一 0. 若 ma 一 


0. 由 除法 算式 ,m= 二 gp 十 + ;其 中 qrEZ,0r 筷 p 一 1. 于 是 ra= 
《 埋 一 2 疡 )G 一 me 一 人 za) 一 0 一 0 一 0. 从 而 必然 r= 二 0, 即 pm 

《3) 可 象 定理 1. 1. 7 一 样 证 得 (ae 十 加 ?一 导 十 天 ,然后 (ae 十 
Dr = ar TO) 一 一 十 5 

《4) 对 于 Fr* 中 元 素 ar 和 a? 十 5 一 (a 十 D7 和 ar br 二 
(a5)7 均 是 Fr 中 元 素 , 叉 (Car) 二 (a 中 7( 当 aq 关 0 时 ) ,一 gr 一 
(一 a)*( 当 户 为 奇 案 数 时 ,一 ?一 (一 7 a 一 一 gf ,当下 
的 特征 等 于 2 时 ,24 二 0, 从 而 4 一 一 4, 于 是 又 有 (一 4) 二 a” 
二 一 a”), 于 是 FY 为 下 的 子 域 . 

注 记 。F* 可 以 为 F 的 真子 域 ,也 可 以 等 于 FF. 例如 下 二 FF， 
时 ,二 {af a€ 7?}, 但 是 对 FF, 中 每 个 元 素 a,ar 一 a (定理 
1.1.8). 所 以 二 {ala€ F,}) 二 F,. 于 是 对 每 个 正 整 数 ,FF,* = 
FF- 若 下 为 有 理 函 数 域 F(x), 对 于 每 个 多 项 式 (x) = 二 aox" 十 
ax™ Ta ta EF Fr) = aor 二 ar ! 二 … 十 a.)? = 
Ca +t Ca aatrr ar 二 .十 at 二 


qo 二 az) 1 十 … 十 a 一 f(z?). 从 而 对 每 个 有 理 函 数 天 三 


g(x) 
(其 中 f(x) ,g(r) EFLzl, a 0), [LB) = LE ~ 


+ 


人 3. 这 就 表明 (CPs(z)》? 一 Fs 于 是 对 每 个 正 整数 *， 


(下 ,fr 一 下 (xz ). 而 这 是 玉 ,(x}) 的 真子 域 . 


1.2.7 习 题 
1. 补足 年 让 1.3.2 的 证 明 , 并 且 证 明 其 后 的 (7),(8), (9). 
2. 下 刘 和 集合 哪些 是 复数 域 的 于 域 ? 
C1 ytat&ila 和 5 是 整数 } ,i 一 vw 一 1. 
《1 {a 二 ba 和 上 加 是 有 理 数 } 
CI) {tatb YY 2 +e 4 lasbse 是 有 理 数 }. 
3. 设 域 六 的 笠 征 为 素数 训 ,aE 丘 .求证 方程 7*=a 在 下 中 最 多 有 一 个 解 . 
4. 设 下 为 域 ,gEF. 如 果 下 中 每 个 非 零 元 康 鬼 可 表示 成 g(xE 2), 则 下 必 
为 有 限 域 . 
5. 了 设 FT 低下 [za 是 让 的 某 个 扩 域 中 的 元 素 . 如 果 2 是 名 项 式 了 (x) 的 
根 ( 妈 Fa? 一 0 则 对 每 个 正 整 数 aar 也 是 六 xz 的 根 . 


3 1.3 域 上 的 多 项 式 


大 家 在 中 学 里 学 习 过 系数 为 有 理 数 .实数 或 复数 的 多 项 式 
之 闻 的 运算 和 多 项 式 的 许多 人 性质, 事实 上 ,有 许多 性 质 在 多 项 式 
系数 属于 任意 域 时 也 仍然 有 效 . 在 这 一 节 里 我 们 谈 谈 任意 域 上 
多 项 式 的 一 般 性 质 . 我 们 也 需 注意 某 些 域 ( 尤 其 是 特征 p 的 域 ) 
上 多 项 式 的 特殊 性 质 . 

设 为 任意 域 . 和 上 一 节 一 样 ,我 们 用 FCz] 表 示 系 数 属于 
的 折 有 和 多项式 构成 的 集合 . 我 们 把 FCx] 叫 成 多 项 式 环 , 因 
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F[LxJ] 对 于 自然 定义 的 如 法 和 乘法 运算 ,满足 域 的 定义 1.2.1 中 
除了 CCI. 4) 之 外 的 所 有 其 他 公理 . 
对 于 FF[z2) 中 每 个 多 项 式 
Jr aor a Ta (Cat€ FF) 
若 a 天 0, 称 (xz) 沟 n 坎 多 项 式 , 并 且 用 degy 表示 f(x) 的 次 
数 . 如 果 首 项 系数 m 是 1, 则 jz 加 作 盲 1 多 项 式 . 车 a 是 六 的 


某 个 扩 域 正中 的 元 素 , 则 

Fw = ao 十 ae 十 十 a 
是 毛 中 的 元 素 , 叫 作 f(r) 在 a 处 的 取 值 . 如 果 f(a)=0, 则 称 a 
是 /f(x) 在 E 中 的 一 个 根 . 大 家 在 中 学 里 学 过 ,一 个 = 次 方程 最 
多 有 ?= 个 根 . 这 件 事 对 尾 意 域 忆 的 情 襄 也 是 对 的 ,并 且 证 明 也 
和 中 学 里 完全 一 样 ,其 基本 工具 是 多 项 式 环 FCxJ 中 的 除法 算 
式 . 

设 A 和 g(x) 均 是 [zj 中 包 项 式 , 其 中 
fT}=aor ar 二 a dOrdegf =n. 
g(X)=bor" Tr 0 ,degg=m 计 1. 

我 们 用 gtx) 去 除 zx) 如 果 zz 我 们 得 到 商 ab :xz ,然后 
从 7) 中 减 去 页 "g(x); 剩 下 多 项 式 为 
f= rb a "gx) 

一 (Go 和 十 Qi te) — ad x "(Chor br™ 1) 

= {a -一 如 Br ee 
于 是 deg 放 degf 二 n. 如 果 仍 然 deg 刻 实 m, 再 这 样 进行 下 去 , 最 
后 剩 下 一 个 次 数 生 mm 的 多 项 式 r(x}) 作 为 余 式 ;而 把 逐次 商 加 起 
来 就 是 总 的 商 式 g(x) ,就 得 到 下 面 的 除法 算式 

Ar) = gretr) + rir), 二》 
其 中 g(x) ,riryE FCzrj ,rtr) 一 0, 或 者 degr (xz)<degg(zx). 
。25 。 


例如 用 oz) 一 2z 十 ?7 去 除 = 二 x 十 x 十 7?， 如果 系数 属 
于 有 理 数 束 , 便 得 到 下 面 的 除法 算式 


l 


到 十 去 

2 好 十 7 人 十 十 7 
2 了。 

和 一 六 xz 十 7 

十 二 

一 亏 z 二 


即 zz 十 zz 十 7 一 | 去 z 十 去 | (2 天 十 7? 十 | 一 也 < 十 元 
邵 果 在 PF fx 中 , 那 末 除法 算式 为 


tz 二 6 
2z2 十 7 jx 十 zx’ 十 7 
x 十 9x 
x 十 2z 十 了 
x 十 9 

2 之 十 9 


即 在 Fukz 中 的 除法 算式 为 
+r 十 7 一 (6z 十 6)52 妇 十 9 十 (27 十 9). 


1.3.1 定义 设 已 为 域 , jzr)yygCz) 和 三 下 [xsggz) 天 0, 如 
盯 尽 在 多项式 g(x)E FLz], 司 得 (x) 二 gCz)g (x) (这 也 相当 于 


除法 算式 (* ) 中 余 式 rtz) 为 0), 列 称 g(xz) 整 除 f(z) ,表示 成 
* Zp" 


stz)|Fzr). 否则 便 称 g(x) 不 能 整除 (xr), 表示 成 gx) 下 
fir). 

儿 项 式 的 整除 和 整数 的 整除 有 许 儿 类 似 的 性 质 . 例如 :车 
EXT fr Fer), 则 gCr) hr). 及 如 ; 若 gCx) | fiz)， 
gr); 则 g(x) | 土 上 (x) 等 等 


1.3.2 定理 设 下 为 城 ,A(CrYE FC[x),c 属于 下 的 某 个 扩 

域 乒 ( 于 是 * 一 c 拓 瓦 Cr 而 f(x) 也 可 看 成 是 Cr] 中 的 多 项 
式 )，, 则 | 

c 为 f(z) 的 根 < 全 在 ECzr] 中 (zz 一 cz)， 
证 明 在 瑟 Cz] 中 用 = 一 < 去 除 FAzx) , 余 式 的 次 数 小 于 1 ,从 而 余 
式 为 互 中 元 素 , 即 除法 算式 为 : 

fr) 一 9fr)f(z 一 c) 十 ay qr) EE Er,at 五 ， 
将 zx 一 c 代 人 此 式 , 得 到 f/f(0) 一 glo) (Ce 一 c) 十 a=a, 因此 

f(T) = grr mee) + fle), 
于 是 :c 为 7) 的 根 寺 > 了)=0 二 (x)= 二 g(r (ze) 
re) fr). 


1.3.3 定理 设 下 为 域 ,f(z) 为 Fix] 中 非 零 包 项 式 .n= 
degf. 则 f(z) 在 下 的 任意 扩 域 EE 中 相 异 根 的 个 数 不 超 过 
证 明 设 c 为 A(x) 的 根 ,cE EE 由 定理 1,3.2 知 有 g(xr) 
CELzJ, 和 使 得 A(X) 二 g(xz) (x 一 c1).、 如 果 玖 中 元 素 是 fr) 
的 男 一 个 根 , 即 cj 关 c,， 则 0 二 J (cz) 二 q(eca) tes 一 0c1). 由 cs 一 cj 关 
0 可知 gtcs) = 二 0, 即 存在 多项式 h(x), 使 得 g (x)= 二 h(x} 
(zc2). 于 是 AT) 二 he) (Cre) (tre,), 这 样 下 去 ,车 c，,:…， 
cn 是 于 中 彼此 不 同 的 元 素 ,并且 它们 均 是 zc 的 根 , 则 可 得 到 
Fr re) (re) (roe.) ;其 中 ix) 所 ELxj, 于 是 
. PT 


一 deg (Zz 一 CT 一 cn) 守 deg 了 7) 一 2. 即 f(x 在 下 中 存在 至 
多 个 不 同 的 根 . 

注 记 ”以 4 表示 模 8 的 同 余 类 构成 的 集合 10,1,2,…，,?} 
(这 是 一 个 环 ). 则 多 项 式 x 一 1 在 4 中 有 四 个 根 :1,3,5,7. 这 
表明 定理 1.3.3 中 三 和 巨 为 域 的 条 件 是 不 可 缺少 的 ， 


多 项 式 环 FCzx] 与 整数 环 有 相似 的 性 质 ;它们 都 有 除法 算式 
《虽然 具 址 形式 不 同 ), 也 都 有 整除 概念 . 事实 上 ,它们 还 有 许多 
相似 之 处 . 评 如 对 应 于 素数 ,在 F[xz] 中 有 下 面 的 不 可 约 儿 项 式 
概念 ,以 下 六 总 表示 是 一 个 域 . 


1.3.4， 定 沉 设 了 zx) ,g(x)EFLT. 如 果 gtx) ACT， 
称 g (zx) 为 f(z) 的 因 式 或 因子 ;而 A(x) 为 glz) 的 售 式 . 设 
degf 空 1, 如 果 fz) 不 能 写成 FCz) 中 两 个 次 数 小 于 degf 的 多 
项 式 之 乘积 , 则 称 xz) 为 FCzJ 中 不 可 约 多 项 式 , 换 句 话 说 ， 

fz) 为 FLzD 中 不 可 约 多 项 式 

< 二 fz) 在 FLzxJ 中 的 因子 只 有 a 或 af tx) 

(其 中 a 为 片 中 非 零 元 素 ) 

所) 在 FCtzD 中 的 首 1 多 项 式 因 子 只 有 1 和 f(x) 自 身 ， 

若 TY) 和 glx) 在 FLzxJ 中 的 首 1 多 项 式 公 因 子 只 有 1, 则 
称 (zx 和 g(x) 在 FTxJ 中 互 豪 . 

例如 ;FCz2 中 所 有 一 次 多 项 式 ar 十 ba;5E Pa 关 0) 都 是 不 
可 约 的 . 如 果 fz) 是 FCz) 中 不 可 约 包 项 式 , 则 f(z) 的 首 1 和 多 
项 式 因子 只 有 1 和 .A(x) 自 身 , 从 而 当 f(x)tg (lz) 时 ,F(xz} 和 
gr) 的 首 1 多 项 式 公 因子 只 有 1, 即 f(z) 和 g(x) 证 素 . 

下 面 一 条 定理 很 象 定理 1. 1.3, 并 且 连 证 明 也 是 一 样 的 . 


sa 2 


1.3.5 定理 设 rzx) 和 gz) 是 天 [2z 中 互 素 的 移 项 式 ， 
则 存在 A4(x) ,B(x)EFCrJ 使 得 At fz) 十 BtrTg(r 一】 

证 明 ”考虑 集合 

S— {Af+ Be| A,BE FCx)}. 
我 们 只 需 证 明 1€ES, 可 以 象 定理 i.1.3 证 明 中 那样 ,得 到 集合 5 
具有 下 列 性 质 ; 

C1》 若 hz yh Cx)ES;, 则 RCAh’' Cr)ES, 

(C2) 阁 有 CX)ES; 则 对 FCr2 中 每 个 多 项 式 [Cr) ,RCrNCr) 
ES,. 

由 于 了 和 和 必 不 全 为 零 ( 否 则 便 不 会 互 素 ), 叉 易 知 ES,gE 
S. 从 而 S 中 包含 非 零 镍 项 式 . 由 (2) 即 知 5 中 必 和 包含 首 1 名 项 
式 , 我 们 在 S 中 取 一 个 次 数 最 小 的 兽 1 多 项 式 iCz), 出 

《3) 5 中 每 个 多 项 式 都 是 1(z}) 的 售 式 . 

为 证 (3) ,我 们 仍 利用 除法 算式 . 设 h(xz)ES, 则 有 除法 算式 
AT) 二 ree) 其 中 (rir) 蕊 拓 [ryr(x) 或 者 为 
零 , 或 者 degr tx)<degl(zx). 由 (1) 和 <2) 可知 r(xz) 二 h(x) 一 
gtzTI Hr)ES, 得 由 (zz) 在 5 中 次 数 的 最 小 性 知 r(r) 必 然 为 
零 , 于 是 ix) |htry. 

由 于 feES,gE5, 再 由 (C3) 可 知 ix) 是 Ff 和 g 的 首 1 多 项 
式 公 思 了 于 ,由 和 gg 互 索 即 知 才 zx) 二 1; 于 是 1E5, 这 就 完成 了 
定理 1. 3.5 的 证 明 . 


1l. 3. 和 看 定理 设 p(7z) 是 [Cx] 中 不 可 约 针 项 式 . 如 果 
A(r), BICr}E FOXY px) | ACT)I BE), ptr) |ACz) 或 者 
pr | Br). 

证 明 大 ptz)tACz), 刚 p(x) 与 A(x) 互 案 , 于 是 有 g(x)， 
h(iT)E FLTD) ,使 得 pz)sCz) 十 4Czr)pRz) 一 1( 定 理 1. 3.5). 从 

I. 


而 ptr) | prtg Cr) Br ATIB(T NIACT) = BUr). 

整数 环 Z 的 最 基本 性 质 是 每 个 大 于 1 的 正 整 数 均 可 唯一 表 
示 成 有 限 个 素数 之 积 . 有 了 上 述 准 备 ,我 们 可 证 明和 多 项 式 环 
PEz] 中 类 似 性 质 . 


1.3.7 定理 (多 项 式 环 F[zJ 的 唯一 因 式 分 解 性 质 ). 
F[z] 中 每 个 次 数 衬 1 的 首 1 多 项 式 f(x) 均 可 表 成 有 限 个 首 1 
不 可 约 凶 项 式 之 积 ， 

fOr) = Pr pr) pT), (Cx) 
其 中 p(x (1 寺 1 过 ;5) 均 为 所 Cz 中 首 1 不 可 约 包 项 式 ,s 宇 1. 并且 
这 个 表达 式 不 计 因子 (zx) 的 次 序 是 唯一 的 . 

证 明 先 证 明 分解 式 C* ) 的 存在 性 . 车 ftx) 不 可 约 , 则 
jz) 一 Fr) 就 是 分 解 式 (一 1 理 则 ,C2) = 二 g(x)gs(xw) ,其 中 
Si) 和 BCz) 均 是 Fir] 中 次 数 小 于 deg 的 首 1 多 项 式 , 然后 
我 们 对 多 项 式 的 次 数 作 数学 归纳 法 ,由 gz) 和 gakz) 都 有 形 如 
(xz ) 的 分 解 式 就 得 到 f(r) 的 分 解 式 . 

现在 证 分 解 式 C* ?的 唯一 性 ,车 又 有 

JT) = nr) ng, (x), 

其 中 之 lg,(z) 均 为 F[z] 中 首 1 不 可 约 多 项 式 . 则 pr Cr 
声 (2ZJ) 一 人 zegfF) 于 是 Cr ig (Cz) rran(z), 由 定理 1. 3.5 
可 知 种 (z) 必 可 整除 某 个 gtx). 适当 调整 a,(z}) 的 次 序 , 不 妨 设 
户 (z) jgiCz) 由 于 pr(z) 和 g(x) 均 是 首 1 不 可 约 多 项 式 , 必 然 
ptr) 二 qn (ry 于 是 ps Cx) plz) =g. (Cr) "qn( 工 ), 继续 下 去 ， 
即 知 :一 ”并 且 ( 适 当 调整 q(x) 的 次 序 之 后 )pCx) 二 gi(z) (1 
Es). 


和 整数 环 Z 的 情形 一 样 ,定理 1, 3.7 所 述 的 唯一 因 式 分 解 
» 430+ 


特性 也 是 多 项 式 环 了 ftz1 的 很 基本 人 性质. 由 它 可 以 衍生 出 许多 概 
念 和 续 论 ， 

策 如 :车 f(z) 是 FCz) 中 次 数字 1 的 多项式 , 则 由 定理 

1.3.7 可 知 ,jz) 可 唯一 表达 成 

他 = a* px}rrp, ltr), 

其 中 为 f(z) 的 首 项 系数 ,p(T) (1 过 i 和 3) 均 是 FLx)] 中 首 1 
不 可 约 和 多项式 ,所 以 A(x) 在 FLx] 中 的 首 1 名 项 式 因 子 只 能 是 1 
或 者 一 部 份 ptz) 的 者 积 , 即 f(z) 只 有 有 限 多 个 首 1 多 项 式 因 
了 于. 当 fx) 和 g(x) 是 FCz) 中 不 全 为 零 的 两 个 多 项 式 , 那 末 它 
们 的 首 1 多 项 式 公 因子 也 愉 有 有 限 铸 个. 设 有 (x) 是 它们 的 一 个 
次 数 最 太 的 首 1 多 项 式 公 因 子 , 可 以 证 明 ; 和 集合 S= {f(r)yACx) 
十 gtz)Br)14Cz) BCz) € FLrI)} 怡 好 是 有 tx) 的 所 有 悦 式 机 
成 的 集合 .仿照 定理 1.1.3 的 证 明 }). 因此 上 (x) 是 由 f(r) 和 
zt( 广 ) 所 唯一 决定 的 . 我 们 将 Cz) 岂 作 站 (zx) 和 g(x) 的 最 大 公 因 
于 ,表示 成 (f(z) ,g(x)). 多 项 式 的 最 大 公 因 子 也 有 与 定理 
1.1.4 相仿 的 一 些 性 质 . 我 们 把 这 些 性 质 的 确切 叙述 和 证 明 留 
给 读者 ， 

仍 设 f(z) 是 Frz] 中 次 数 兰 1 的 多 项 式 , 则 对 于 下 的 某 个 
扩 域 玉 和 碧 中 元 紊 we 为 .rz) 的 要 的 充 蓝 条 件 为 在 下 [zx] 中 
(六 一 的 | .fr 定理 1. 3.2). 设 多 项 式 x) 在 到 [zx] 中 分 杉 成 

fr) = a pT) p, Cr), 
其 中 4 为 A(z) 的 首 项 系数 ,pp(z) 为 EL[z] 中 首 1 不 可 约 儿 项 式 . 
如 果 户 (zl 委 : 委 ?当中 恰好 有 加 个 是 人 z 一 鸭 ， 则 
‘TI 一 00)"|fC7) ;而 (x 一 "tf 当 m 守 2 时 , 称 2 是 fx) 

现在 我 们 准备 给 出 送别 一 个 多 项 式 何 时 有 重 根 的 简单 法 
则 ,首先 我 们 需要 

* Fl" 


1.3.8$ 引 理 设 jFCzy,g(z) EE FLXJ;E 为 下 的 扩 域 . 则 ， 
f(T 和 g(tzT) 在 FLz] 中 互 宗 一 了 (x) 和 gl7) 在 ELx] 中 互 素 ， 

证 明 车 f(x) 和 g(x) 在 ECx) 中 互 认 , 由 定义 即 知 (x) 
和 gtz) 在 FI[z5J 中 也 互 案 ,友之 , 荷 Jz) 和 glx) 在 FLz] 中 互 
过 , 则 有 AC(z),B(z) 所 FLzJ] 使 得 Jz ACX) 二 gCTB(CT) =1. 
设 f(x) 和 g(x) 在 Cx] 中 有 首 1 和 多项式 公 因 于 h(x), 则 
A TA) 二 + g(xXIBCT) = 1. 于 是 Arzy 一 1 这 就 胡 明 
Fr 和 8 在 五 Cr] 中 也 互 素 . 


1.3. 人 9 定 人 类 设 (z) 二 十 十 呈 十 -iT 十 后 

为 FLx2 中 多 项 式 . 我 们 把 FrCz] 中 多 项 式 
六 一 p11 a 十 … 十 | 
叫 作 f(x) 的 形式 微 南 . 

这 个 名 词 来 源 于 微 积 分 学 . 如 果 三 为 复数 域 , 即 f(x) 是 复 
系数 多 项 式 , 则 (zx) 就 是 通常 所 说 的 fCz) 的 微 商 . 我 们 可 以 
用 定义 直接 验证 ,对 于 任意 域 下 ,形式 微 商 也 满足 通常 求 微 商 的 
下 列 法 则 (请 读者 自行 验证 ,因为 只 涉及 代数 恒等式 的 验证 ). 

《i) (fg) = tg' ,CN 一 c 六 (对 于 ec 和 五 ). 

C1) Cfe = fg+ fe A) =n FO 对 于 nn 1). 

但 是 我 们 还 是 要 注意 一 个 区 别 . 当下 为 复数 域 以 及 任意 特 
征 为 零 的 城 时 , 若 F(z) 为 # 次 多 项 式 . (xn 宇 1), 则 了 (zr) 必 为 z 
一 1 次 过 项 式 ( 因 为 若 A(x) 一 aer 十 … 的 首 项 系数 ma 天 0, 刚 
(2) 一 maom 十 … 的 首 项 系数 na 也 不 为 零 ). 但 是 对 特征 为 
素数 p 的 域 则 不 然 ,例如 在 F(x) 中 f(x) 二 + 一 1 是 次 多 项 
式 , 但 是 六 (+)=pzx*! 二 0，zr-! 一 0. 其 原因 在 于 ,zx? 指数 上 的 
p 看 成 是 通常 正 整 数 ,而 微 商 之 后 落 到 系数 中 则 成 了 FF, 中 元 
素 ! 

下 


1. 3.10 定理 ( 重 根 判别 法 ) 设 F(x) 为 FC 中 的 名 项 
式 . deg 了 之 1.c 为 下 的 某 个 扩 域 E 中 的 元 素 , 则 

(1)》 5 为 /A(x) 的 重 根 寺 坟 f= 了 (0) 二 0. 

<2) 了 tw) 在 下 的 任意 扩 域 中 均 没 有 午 根 起 了 (7) 和 广 
(zz) 和 寿 FLD 中 互 素 ， 

证 明 (0) 设 c 为 f(r) 的 重 根 ; 则 f(x) 二 (x 一 ec)? *， g(r)， 
其 中 gx)EECxrj. 于 是 了 (x)={ttzx 一 c)2)' g(x) 十 (zr 一 0)** 
g' (T2067r—o gtr tz) 从 而 fe) 二 让 (ec)==0. 
反之 车 ec 一 0, 则 Frz) 一 人 z 一 CgCz) 于 是 广 (z) 一 gz) 十 
(z 一 CJ (zz). 如 果 台 有 产 (e) 一 0, 则 0 一 户 (Kc) 一 gc 十 
(ce—c) gt) 二 gto) 从 而 (一 中 | gtr) ,于 是 Cr 一 oY F(x)， 
即 c 为 x) 的 恒 根 . 

(2) 车 c 是 f(z) 的 重 根 ,c 属于 下 的 某 个 扩 域 .从 而 fe) 
二 产 (c= 二 0( 由 局. 因此 在 ECzD 中 Cz 一 中 是 Cz) 和 六 (x) 的 
公 因 子 . 从 而 了 和 产 在 ECzj 中 不 互 素 .由 引 理 1.3.9 知 广 和 
拓 在 下 [zxz 中 也 不 互 素 ,反之 , 若 了 和 万 在 RCz 中 不 互 素 , 则 它 
们 有 公 因 子 zcz) ,其 中 由 z) 为 下 [Cz] 中 次 数 之 1 的 多项式 . 下面 
的 注 记 表明 (x) 必 在 下 的 某 个 扩 域 玉 中 有 根 a. 于 是 (a)==0， 
由 于 C2 了 2) GRDTF (0) 从 而 fo) 二 f(a) 二 0. 因 此 a 是 
fT) 的 重 根 ， 

注 记 我 们 从 中 学 里 知道 ,每 个 次 数 大 于 等 于 1 的 实 系数 
和 多项式 在 复数 域 中 必 有 根 . 现在 我 们 要 问 ; 对 于 任意 域 下 ,FCz) 
中 任意 次 数 之 1 的 多 项 式 A(z) 是 否 在 下 的 某 个 扩 域 巨 中 有 根 ? 
管 案 也 是 肯定 的 . 现在 我 们 简要 地 恋恋 如何 构 作 扩 域 EF. 首先 ， 
fz) 是 一 些 不 可 约 多 项 式 之 积 ,而 每 个 不 可 约 因 子 的 根 也 是 
fz) 的 根 . 所 以 我 们 不 妨 假 定 f(x) 是 F[z] 中 的 首 1 不 可 约 多 

» 39. 


项 式 . 
FCz] 中 两 个 多 项 式 4Cz) 和 号 (z) 叫 作 模 f(x) 同 余 , 是 指 


FadCz)y 一 瑟 (r) 我 们 以 CACx)] 表 示 与 4Cz) 模 了 上 同 余 的 所 
有 多 项 式 组 成 的 集合 , 叫 作 模 的 一 个 同 余 类 . 我 们 以 $ 表示 
所 有 模 / 上 同 余 类 构成 的 集合 ,并 且 在 $S 中 自然 定 文 吉 法 和 乘 
法 ， 
CAtT)JT LB = [CAT BT), 
CACZIILBCTII = [LAC BY. 

可 以 证 明 5 由 此 成 为 域 . 这 里 的 关键 又 在 于 要 验证 域 定义 
1. 2. 1 中 的 公理 (CI. 4), 利 用 f(x) 不 可 约 和 定理 1. 3. 5 即 可 验 
证 公理 CI .4) 的 正确 性 . 整个 情形 与 验证 整数 环 Z 棋 pp 同 余 类 
全 和 体形 成 域 是 完全 一 样 的 . 

域 下 中 每 个 元 素 a 等 同 于 5 中 元 素 [a] ,于 是 下 可 看 成 是 S 
的 一 个 于 域 . 即 S 为 FF 的 扩 域 . 将 5 中 元 素 [rj 代 到 fCzx}) 中 ， 

LT =a tr at 
二 [aoz" 十 ox! 十 **: 十 a 
= = C0. 

这 就 表明 f(z) 在 下 的 扩 域 5 中 有 根 Cxj. 从 而 完成 了 证 明 . 

设 六 站) 为 下 Cr] 中 首 14 次 多项式 ,n 衬 1. 由 此 所 述 , 了 f(x) 在 
到 的 某 个 扩 域 五 中 有 杠 和 .从 而 rz) 一 《 工 一 各) 人 (rz) 其 中 
gr) 为 匹 [zl 中 的 2 一 1 次 多 项 式 .如果 nn 一] 小 ]1;, 则 g(xz) 巡 在 EE 
的 某 个 扩 域 天 中 有 根 oz, 于 是 g(4)= (x 一 a)h(r), 而 f(z) 一 
(x 一 2(x 一 qeJ)h(zT) ,如 此 进行 有 限 步 之 后 ,我 们 得 到 下 的 充分 
大 的 扩 域 M ,使 得 f(z) 可 以 写成 

fT) = (ta) ), 
其 而 二 次 多 项 式 ( 在 灭 的 革 个 扩 域 中 ?恰好 有 ?个 根 ,不 过 有 些 
棚 台 能 相同 ,从 而 要 考虑 重 数 . 
。3d 。 


若 将 FCx2 中 所 有 多 项 式 的 所 有 根 都 加 在 下 中 而 造成 一 个 
非常 大 的 扩 域 久 ( 这 是 非常 不 确切 的 用 词 !) 则 FCz] 中 每 个 多 项 
式 的 根 都 在 天 中 ,我 们 把 叫 作 下 的 代数 闭 包 . 通常 我 们 总 是 
固定 下 的 一 个 代数 闭 包 六 ,使 得 Cz] 中 每 个 多 项 式 的 根 都 看 
成 是 K 中 元 素 ， 


1.3.11 习 题 

《以 下 五 均 为 域 ) 

1. 设 Fr 和 rz) 为 天 Cz] 中 才 项 式 . 

《IT 若 关 zf} 和 gtr) 均 不 为 零 , 则 
degtf ae’ maxtdegf ,degg) 
deg (fr)}—=deg/ + degg. 

cI) 车 f=0, 则 = 或 者 fg=0. 

2, 设 fr gr EE FLT g(r) =r g(r) 十 rir} 为 除法 算式 ， 
其 中 人 frhsrfzr)EFrr]rtry 一 0 或 者 degrtz)<deggtz) 求证 多 项 式 
az 和 rz 的 由 上 和 8 所 唯一 决定 ， 

3. 烈 出 F;[zj 和 Faiz 中 所 有 三 网 不 可 约 首 ] 专项 式 . 

4 将 Pakz 中 多 项 式 环 十 1 和 zl 十 1 分 解 成 F.Cx] 中 不 可 约 多 项 式 之 积 . 

5. 设 下 的 特征 为 素数 p. f(z) 为 FLz) 中 首 1 不 可 约 多 项 式 . 求证 :了 Cz) 在 
FF 的 某 个 扩 域 中 有 重 根 二 过 Ftzrt) 是 的 老 项 式 . 

6. 设 户 为 素数 ,求证 Ft) 中 不 可 约 多 项 式 在 到 的 每 个 扩 域 中 均 没 有 重 
根 ， 


314 有 限 域 


有 了 前 三 节 的 准备 ,现在 可 以 研究 任意 有 限 城 . 首先 ,对 于 
* 果品。 


有 限 域 的 元 素 个 数 有 如 下 限制 


1.4.1 定理 有 限 域 的 元 素 个 数 必 为 钙 , 其 中 户 为 索 数 ， 
na |. 
证 明 ”有限 域 下 的 特征 必 为 素数 p, 于 是 下 , 为 下 的 子 域 
《 见 定 理 1. 2.5 后 面 的 注 记 ). 

我 们 把 下 的 一 个 于 和 集 {x.,…;,z,} 虽 作 生 成 僻 , 是 指 下 中 每 
个 元 率 z 均 可 表 成 

二 QT) 1) 
其 中 EF,(l 寺 i 和 nn), 下 本 身 显然 是 下 的 一 个 生成 集 . 在 所 有 
的 生成 集中 取 其 中 包含 元 素 最 少 的 一 个 , 仍 记 为 {zi,… ,zx,}, 则 
中 每 个 元 案 zx 均 可 用 x,…,z, 表示 成 (1) 式 形式 . 现在 我 们 
证 明 对 每 个 x 二 下 ,表达 式 (1) 基 唯一 的 . 因为 车 久 有 
T= Tr 二 (bE FD), 

则 (一) 训 十 下 十 (一 Bz, 二 0. 如果 有 某 个 a 一 Bb 不 为 零 ， 
不 妨 设 如 一 由 :天 癌 ,， 刚 


二 (a 一 起 小 和 1 十 *…* 十 (as 1 一 心 _1 RE ), C2) 


即 zx, 可 以 用 rm…，z- 表 示 ( 系 数 仍 属于 已 73. 由 于 正中 每 个 元 
率直 均 可 用 zy 表示 ,将 (2) 式 代 人 表达 式 中 ,可 知 可 用 
2 表示， 这 表明 {xz ，… ,I1} 是 生成 组 ,与 生成 组 {z， 
元 率 最 少 相 耳 盾 , 所 以 a 一 刀 =0, 即 a 一 (对 每 个 1,1 
< 从 而 表达 式 (1) 是 唯一 的 ， 

于 是 ,在 51) 式 中 加 1 分 别 取 F, 中 的 户 个 元 康 , 共 有 
如 种 取 法 . 由 上 述 知 不 同 的 取 法 给 出 严 中 不 同 的 元 素 , 并 上 且 册 
此 得 到 下 的 全 部 元 素 , 从 而 下 中 共有 加 个 元 素 . 

往 记 对 于 熟悉 线性 代数 的 人 ,定理 1. 4. 1 的 证 明 可 以 只 

* FH* 


Tn = 


用 一 行 字 : 王 为 下 上 向 量 空间 . 由 于 下 有 限 , 从 而 己 在 五 :上 的 
维 数 有 限 , 设 维 数 是 nx, 则 下 有 疡 个 元 素 . 证 明 中 所 请 “元 率 个 
数 最 少 的 生成 组 " 即 指 F,- 向 量 宝 间 下 的 一 组 基 . 

现在 我 们 证 明 , 对 每 个 素数 备 疡 均 存 在 如 元 有 限 域 ， 


1.4.2 定理 设 户 为 素数 ,2” 莹 1.5 为 下 的 代数 闭 包 . 则 
多项式 x? 一 zz 在 ,中 的 所 有 根 形 成 户 元 有 限 域 . 

证 明 ”我 们 在 上 节 末 尾 的 注 记 中 说 过 ,了 (x)= 二 x+?* 一 工 在 下 ， 
的 代数 闭 包 入 中 共有 pr 个 根 .由 于 户 (x)= 产 ， x -! 一 1 一 
一 1], 即 (f,f')==1, 从 而 x? 一 zx 没有 重 根 (定理 1,3.10). 以 S 
表示 这 产 个 不 同 的 根 构 成 的 集合 , 它 是 域 2, 的 pr 元 子 集 . 为 
证 5S 是 域 ,我 们 只 需 验 证 ，; 

(1) 车 a,bE5, 则 一 aES,a+bES,abEs, 

(2) 若 aE Sa 了 0; 则 a-1ES, 

车 a,5ES, 则 a 一 az 一 5 于 是 (a 十 507 一 ao 二 br 一 a 十 bb， 
(Cap =ar br 二 ab; 从 而 a 十 5,abES. 又 当 为 奇 率 数 时 ， 
(a)* 一 (一 1])7 一 一 ay 而 当 志 二 2 时 ;一 4 二 a. 从 而 总 有 一 a 
ES. 最 后 若 a 关 0; 则 (a 7 一 (人 ) 1 二 a 从 而 a-1€ES. 这 就 
证 明了 3 为 p" 元 有 限 域 . 

定理 1. 4.2 解决 了 "元 有 限 域 的 存在 性 问题 . 现在 解决 唯 
一 性 问题 ， 


1.4.3 定理 设 儿 为 天 的 代数 闭 包 , 则 对 每 个 xz21,0， 
中 恰好 有 一 个 pr 元 有 限 域 
证 明 记 4g==p", 设 下 是 2 的 一 个 pr 元 子 域 .的 非 零 元 
紊 为 | ;对 于 F 的 每 个 非 零 元 率 ay， 和 易 知 1 
® Tr 


又 是 下 的 爹 部 非 零 元 素 . 于 是 
区 

由 于 zf 天 0. 从 而 wr"!'= 二 1, 于 是 a 二 a, 即 下 中 每 个 非 怜 元 

素 均 是 和 多项式 Ar) 一 如 一 > 一 T 一 工 的 根 ,0 最 然 也 是 .Az) 的 

根 , 从 而 六 愉 好 是 由 .Asz 的 所 有 根 组 成 的 集合 .但 是 产 次 多 项 

式 /Cr) 在 域 虽 ,中 只 有 产 个 根 . 这 就 表明 全 中 只 有 了 崔 一 的 一 

个 产 元 域 , 即 定理 1.4. 2 中 所 述 的 那个 域 . 证 毕 . 

今后 我 们 把 82; 中 唯一 的 9g==p" 元 有 限 域 记 为 严 - 

在 理论 上 ,前 三 个 定理 的 结论 是 很 漂亮 的 . 但 从 实用 的 角度 
看 来 , 则 有 很 大 的 不 足 : 我 们 不 能 明确 写 出 下, 中 9 个 元 素 的 具 
体形 式 , 更 不 能 县 体 作 四 则 运算 ,为 了 更 为 具 栖 地 树 作 出 9 元 有 
限 域 ,需要 进一步 研究 的 结构 、 

对 每 个 域 下 ,今后 以 FF' 表示 下 的 非 零 元 素 全 体 . 我 们 在 第 
1. 1 市 中 说 过 ,Fy 中 存在 本 原 元 素 5, 使 得 FR; 中 每 个 元 素 均 可 
瑟 成 g' 的 形式 , 现在 我 们 对 任意 有 限 域 F, 来 证 明 这 件 事 . 

Ft 中 每 个 元 素 a 均 满足 a! 一 1( 见 定理 1. 4. 3 的 证 明 ). 
与 前 一 样 , 我 们 把 使 x*=1 成 立 的 最 小 正 整 数 » 呀 作 a 的 阶 .可 
象 定理 1. 1, 10 一 样 地 证 明 ， 

《1) 者 4 为 nn 阶 元 案 ,NEZ. 刚 a 二 1<>n|N. 特别 地 ， 
F; 中 每 个 元 率 的 阶 均 是 g 一 1 的 因子 . 


(2) 车 a 为 nn 阶 元 素 ,mE7Z, 则 a" 是 一 全 阶 元 素 . 特别 


CA 
地 ,a” 为 关 阶 元 囊 的 充 要 条 件 是 (a, 姑 ?一 1. 从 而 在 # 个 不 同 元 
Et 一 当中 ,nn 阶 元 素 的 个 数 为 tn); 这 里 PO) 
为 欧 拉 畏 数 ,有 即 竺 于 Ly" ,7 当中 与 n 互 肃 的 个 数 . 


i.4.4 5 理 设 = 为 正 整数 . 则 
<。 了 8 。 


2 Fd) 一 nn. 
其 中 求 和 表示 d 取 不 超过 六 的 所 有 正 因子 ， 
( 例 : 对 于 "一 6, 人 ,9(C) 一 PC1) 十 红 2) 十 3) 十 PC6) 一 1 十 ] 
十 2 十 2 一 各 ) 
证 明 让 我 们 用 复数 域 中 的 一 个 模型 来 证 明 此 引 理 . 令 c 
一 6 . 则 < 是 = 阶 元 素 , 即 是 满足 c 一 1 的 最 小 正 整 数 . 从 而 5 
二 {lcs 中 909 是 #4 元 集合 ;而 对 于 1 所 吉 迁 nsc" 的 阶 为 


一 一 . 从 而 阶 只 能 是 的 因子 .而 对 的 每 个 正 因子 is 中 阶 


(nm 


为 d 的 个 数 即 是 Ca 和) 一 万 的 m 的 个 数 . 如 果 (n,m) 一 椰 :1] < 
Sm， 令 加 一 广 黄 ' ,其 中 m' 为 正 整数 1m' 反比 则 亏 一 (nor) 


= 了 (do ). 于 是 (dm ) 一 1. 这 就 表明 S 中 阶 为 过 的 元 素 个 
数 为 满足 dm) 一 1CS 4) 的 m' 的 个 数 , 即 等 于 wd), 现 
在 把 S 中 元 素 按 阶 分 类 , 对 每 个 ln,d 阶 元 素 共 有 gld) 个 ,而 
5 中 共有 = 个 元 素 . 从 而 一 pd). 


.4.5 定理 设 g= 疡 , 则 Fr 中 必 有 4g 一 1 阶 元 素 , 并 且 
共有 #9 一 1 个 9 一 1 阶 元 素 , 对 gq 一 1 的 每 个 正 因子 好 "下 中共 
有 yd) 个 4d 阶 元 素 . 

证 明 根据 上 述 ,FF 中 元 素 的 阶 均 为 9 一 1 的 因子 . 对 于 5 
一 1 的 正 因 了 于 4 ,我 们 以 N, 表示 Fs 中 辽 阶 元 素 的 个 数 .F， 中 
每 个 志春 元 素 均 是 刀 一 1 的 根 , 若 Fr 中 存在 4 阶 元 素 a, 则 人 * 
一 1 的 多 部 根 为 1,asa as. 而 F* 中 全 部 4 阶 元 素 都 在 它 
们 之 中 . 但 是 我 们 知道 其 中 恰 有 gx 个 4 阶 元 素 . 从 而 N, 或 者 

生 9 


为 零 , 或 者 为 C0), 特别 地 ,和 Ns 夺 gxd). 我们 把 Fi 中 9 一 1 个 元 
率 按 阶 分 类 ,对 每 个 41g 一 1,9 阶 元 紊 有 Nj 个 ,于 是 
9 一 工 一 > NA > Hd)=g—1 


Fig—1 dla—1 
‘最 后 等 式 是 由 引 理 1. 4. 4). 于 是 上 式 中 间 也 为 等 号 ,并 且 对 每 
个 dg 一 1,Ns 二 IQ) , 即 下 中 恰 有 qo) 个 9 阶 元 素 . 特别 地 ， 
恰 有 grg 一 小 个 g 一 1 阶 元 素 . 由 于 #9 一 1) 空 1. (对 每 个 正 整 数 
n; 由 于 1 与 互 索 , 由 欧 拉 函数 定义 知 gn) 宇 1.) 从 而 Fr 中 必 
存在 9 一 1 阶 元 素 . 


1.4.6 定义 、F; 中 9 一 1 阶 元 素 叫 作 g 元 域 咏 的 本 原 元 
率 ， 

”由 定理 1.4.5 知 ,P, 共有 glg 一 1 个 本 原 元 案 , 对 于 FF, 中 
任 一 本 原 元 喜 g ,FF 的 5g 个 元 素 分 别 为 0,1,g1 ,gi ,gi-?(g" 1 
二 1). 所 以 有 限 域 的 磁 法 结构 是 很 简单 的 ， 

Og=0, gr* gi—gt, 
但 是 F 的 加 法 结构 还 不 清楚 :gz 十 人 一 ?. 所 以 还 反 继 续 深 入 讨 
论 , 下面 是 构 作 有 限 域 的 另 一 种 方法 . 


1. 4.7 定理 设 g= 记 ,f(z) 为 FLxi 中 的 nn 次 不 可 约 首 

1 多项式, 若是 .Fr)( 在 吕 中 ) 的 一 个 根 , 则 集合 
S= {cm Fee 十 十 cwilcoy ci EE,) 
是 一 个 g 元 域 . 

证 明 ”首先 证 明和 集合 S 共有 3 个 元 素 , 由 于 (coey vc) 一 
共有 万 一 4 种 取 法 ,我 们 只 需 证 明 : 对 于 (coe,…,c) 的 不 同 取 
法 ,元 素 彼 此 不 同 , 如 果 

Coo 二 ca 十 … 十 ce， 
。 40 。 


一 coer Teer 二 ci 
其 中 cEF,, 令 d;=c—c (0 一 1); 则 
dr ido :td =0. deErF,. 
从 而 * 是 产 ,[z 中 禾 项 式 g(x) 一 dox"! 十 十 d.-! 的 根 , 如 
梁 gr) 天 0 由 于 degg 志 nn 一 1 之 n 二 deg 户 而 了 不 可 约 , 因 此 
gfz) 与 xxzx) 互 寄 .所 以 有 4 人 (rz ,Bz)ERF,Cx];, 司 得 A(z)fF(z) 
+B(zr)g lr) 二 1. 将 z=a 代 入, 便 给 出 韦 盾 ;1 二 Ala)f(e) 十 
Biagta) =—=A() : 0+ Bl): 0=0. 这 表明 g(xz)=0, 即 6 一 6 
二 d= 二 人 ;于 是 oc 一 c 00 过 II 妥 一 1). 这 就 证 明了 $ 中 共有 了 个 元 
罕 . 
得 证 S 是 域 . 集合 5 为 域 几 的 子 集 , 易 知 5 中 可 进行 加 法 
运算 ,因为 若 4a;5ES, 则 
a= cr or? 二 :十 ci， 
b=cowr ttar’? t+ ce. 
其 中 ce; EF, 于 是 
人 十 五 一 《ceo 十 cer tt te to ES. 
至 于 沫 法 , 令 4(z)y 一 oz 十 ct 十 十 ci 五 (z) 一 
cco”! 二 cx? 二 以 :十 c 11; 则 在 FF,Czj) 中 有 除法 算式 
A(TIBCTI = f(r) +r rr), 
其 中 (x) rr)EFCrj rtz) 二 0 或 者 degr(x) < degf (x) 一 
#. 因此 (zy 可 以 写成 r(z) 二 dex 十 二 十 十 ds 
di © 上, 于 是 
一 oa) = ga) 0 十 rfay 《由 于 Fo) = 0) 
一 六 0 一 coo 十 四 十 十 全- 和光 
所 以 5 中 也 可 进行 乘法 运算 ,进而 ,车 a 所 5, 易 知 一 a 5S. 最 后 
若 &# 关 0;, 则 Atx) 关 0. 但 是 degA(r)n—1<degf(tr) 而 上 了 
《z) 不 可 约 , 所 以 Atx) 与 f(x) 互 素 , 因此 有 ACx) ,w(x)€ 
-dl* 


下 [zy 使 得 
FDACTI AC) =1, 

将 x 二 a 代入 ;由 于 (a)==0,4 二 A ,从 而 得 到 a:pta) 一 1. 由 
集合 5 的 定 广 可 知 a€E5,F, 守 S$, 而 SS 中 可 以 作 加 法 和 乘法 ,从 
而 jo) ES5. 这 就 表明 当 0 关 4a€5 时 ,a 在 S$ 中 有 逆 元 素 xla). 综 
合 上 述 ,我 们 便 知 集合 3 是 4 元 域 . 

采用 定理 1. 4. 7 的 办 法 枸 造 出 的 有 限 域 ,容易 进行 四 则 运 
算 .但 是 我 们 仍 浊 留 下 一 个 问题 . 用 这 种 办 法 构 作 pp 元 城 需要 
下 ,C2 中 一 个 次 不 可 约 首 1 多 项 式 . 那 末 ,对 于 每 个 素数 pp 和 
正 整 数 mkz] 中 是 否 一 定 存 在 ”次 不 可 约 首 1 多 项 式 ? 


1.4.8 5l 理 对 每 个 案 数 pp 和 正 整 数 n,F,[x 中 必 存 在 
次 不 可 约 首 1 多 项 式 . 

证 角 我 们 已 经 知道 g=p" 元 有 限 城 F, 是 存在 的 (定理 
1 4. 2) ,我 们 也 知道 F 中 存在 本 原 元 素 g (定理 1. 4. 5), 并 且 g 
是 2 ' 一 1 的 报 .将 x! 一 1 作 因 式 分 解 : 

z= frr), 

其 中 六 (rz01sas) 为 玉 Cz] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 . 刚 g 必 为 某 
个 tI) 的 根 ， 不 妨 设 (一 个。 

设 deg 放 (7z) 二 zm. 由 定理 1. 4. 7 知 

S={cg"” Tog™ ?T+teni |eorm semi 人 Er,) 

是 p" 元 域 . 而 忆 二 10,1,g,…,g'*}, 我 们 证 明 事实 上 两 个 域 5 
和 所 相等 . 由 于 gE€E5S,; 从 而 每 个 g' 均 属于 域 5. 于 是 F 守 S. 另 
一 方面 :由 于 g€ FF 二 Fos 又 可 知 5 中 每 个 元 素 均 属于 五 ,, 即 
5 二 局 .于 是 $== 忆 , 而 S$S 有 个 元 察 ,从 而 "二 gq 二 .于 是 nn 二 
7 有 态 (x) 为 下 [rz 中 次 不 可 约 首 1 多 项 式 . 证 毕 . 

注 记 下 市 我 们 要 计算 F,[zj] 中 ;次 不 可 约 名 项 式 的 确切 
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个 数 . 

以 上 我 们 对 于 有 限 域 的 存在 性 ,唯一 性 和 构 作 方法 均 给 出 
了 比较 满意 的 管 案 , 现 在 举 两 个 例子 . 

例 1 王 十 fT 十 2 交 所 [zx 中 的 不 可 约 多 项 式 ( 车 二 十 z* 十 2 可 
约 , 则 它 必 有 一 次 多 项 式 因 子 , 即 它 在 F, 中 有 根 . 但 是 f(0) = 
A222) 一 20 ,f(D 二 ] 关 0, 这 表明 x 十 Xx 十 2 在 FCxj] 中 不 可 
约 ) 所 以 按 定 理 1. 4. 7 的 方式 可 用 zx 十 x 十 2 构 作 Fy. 设 a 为 x 
十 + 十 2 的 一 个 根 ; 则 并 十 a 十 2 二 0. 即 

= 2a 十 1， 
根据 定理 1. 4, 7 了 ,到 ;的 9 个 元 素 为 
0 ll, 2, a ol, a2, 2a, 2a+1， 2a 二 2. 

并 且 上 反复 利用 外 二 2a 十 1, 可 以 得 出 

4 一 af2a 十 1 一 2o2 十 az 一 2(2a 十 1) 十 a 一 2a 十 2， 

a ~a(t2g2)=20+2a=2{(2a+1)+2a=?(== 一 1)， 

T= =a2, a=at+l, 后 一 1. 
这 表明 a 是 8 阶 元 紊 , 即 是 F, 的 本 诛 元 素 . 如 果 我 们 把 元 素 coa 十 
cteosdt 世 忆 ) 简 写成 (co ,sr1)， 堵 未 FF 中 每 个 元 素 和 它们 的 两 种 
说 达 方式 可 列 成 下 表 :( 其 中 一 2a 十 1 一 1) 


0 一 (0,0)， oz 一 (2,1)， 好 一 (2,0)， 
1 一 (0,1)， w=(2,2), = (1,2), 
a=(1,0), a=(0,2)(=—1), a=(,1). 

兵法 可 用 左边 的 表达 方式 来 作 ， 


(2a 十 15(a 十 2 一 (2,1) (1,2)( 查 表 ) 
= =a=1(= (0,1)). 
加 法 则 用 右边 的 表达 方式 来 作 ， 
+= (2,2) + (2,0) = (1 ,2) = oi, 
例 2 十 谨 十 x 十 ft 十 1 是 下 [xz] 中 不 可 约 多 项 式 ( 因 为 
全 二 了 。 


天 zi 中 次 数 委 2 的 不 可 约 客 项 式 zzr 十 1, 刀 十 xz 十 1 均 不 是 它 的 
因子 ). 设 «是 此 争 项 式 的 一 个 根 . 则 站 一 下 十 到 十 ae 十 1 并 年 Fs 
中 元 素 可 表 成 
cor ar 二 eet eS= eos rcesta) tot F,). 
易 知 一 1. 从 而 a 不 是 所 ;中 本 原 元 康 . 我 们 最 好 找到 一 个 本 原 
元 素 ( 因 为 这 时 Fi 中 每 个 元 素 均 可 表 成 它 的 方 矫 ). 记 7 一 1 十 
则 必然 7 二 1, 因此 7 的 阶 只 能 是 1,3,5 或 15, 但 是 经 计算 知 
rl， 
n=7， 人 一代 十 Ji 二 tO0U+e) 
一 1 十 za 十 籽 十 巡天 1， 
锥 一 (1 十 的 人 1 十 ai 一 (1 十 ef 十 二 1 十 a 十 夺 十 蚌 
二 ] 十 a 二 十 Ce 二 ea 十 十 = 二 1 十 二 1 
从 而 7Y 是 本 原 元 素 , 由 于 a 是 了 (x)=z! 十 x 十 x 十 x 十 1 的 根 ,所 
bY=]1 十 a 是 f(z 十 1) 二 (zx 十 1)* 十 (zt 十 1): 十 (x 十 1 十 (Cz 十 
1) 十 1 二 x 十 x 十 1 的 根 . 于 是 
= +1, 
Fi 中 每 个 元 素 即 可 束 成 C0 起 i 志 14)， 又 可 表 成 co7? 十 co 产 十 
Ca 二 6 = (corccr ets) rc EF,). 于 是 所 中 全 部 元 于 和 它们 的 


两 种 表示 法 为 《一刀 二 11). 
0 = (0.0,0.0), n= (0,1,1,1), 
1 = (0,0,0,1), n= (1,1,1,0), 
y = (0,0,1,0), n= {0,1,0,1), 
"= {0,1,0,0), Y= (0,1,0), 
”= {10,0,0), "i= (0,1,0,1), 
1 = (1,.0,0,1), ?= (0,0,1,1), 
n= (1,0,1,1), Yo 0,1,1,0), 
= (1,1,1), = (1,1,0,0)., 


" 4d4* 


最 后 我 们 谈 谈 腿 域 之 间 的 互相 包含 关系 . 如 果 户 和 六 是 
不 同 的 率 数 ,9 一 疡 ,gq = (加 则 有 限 域 F, 和 FF,' 不 会 一 个 
包谷 一 个 . 因为 它们 的 特征 p 和 p' 不 同 . 现在 我 们 固定 一 个 案 
数 p. 如 果 zs 半 #; 则 中 元 素 个 数 比 Fw 中 元 宕 个 数 多 . 自然 以 
为 下 ,一 定 是 Fr 的 于 域 .但 这 是 不 对 的 . 


1.4.3 定理 设 pp 为 案 数 ,n 和 :mx 为 正 整 数 , 则 ， 
Fr Fn on |. 

证 明 Fw 中 元 素 是 x* 一 z 的 根 ,Fr 中 元 素 是 zr 一 zx 的 
根 , 当 #1;n 时 ， 

X11)， 
所 以 Fy 中 元 紊 一 定 是 "中 元 率 . 即 Fe Fn, 反之 ,车 Fr 
Fer; 则 zm 之 rn. 取 FF 中 一 个 本 原 元 素 g; 则 8g 的 阶 为 pr 一 1, 但 是 
gEFm: 从 而 gr ! 二 1. 于 是 pr 一 1|p" 一 1. 考虑 除法 算式 六 = 加 
十 ry 全 Dr 过 n. 则 

1 = 太一 ] thi-p + 全 
由 于 % 宇 n, 从 而 A 宕 1. 于 是 不 二 一 p0- 十 关 十 忆 十 加 十 1 
EZ. 因此 声 一 1|p 一 1. 再 由 9 所 r 二 rn 可 知 必 然 r=0, Bl 2 = An. 
从 而 nn|m. 证 霸 ， 


1.4.10 习 题 
1. 设 ?一 所 ,求证 局 中 每 个 元 来 4 在 FF, 中 均 可 开 户 次 方 , 即 必 存 在 5E€ FF,， 
使 得 a 二 b. 
2. 设 为 正 整 数 .求证 :F, 中 每 个 元 家 在 下 中 均 可 开怀 次 方 的 充 要 条 件 
只 {dis 


是 5 一 1 ) 一 ]， 

3. 设 5 为 奇数 ,a,5EFr. 求 证 a 十 28 十 B= 二 0 一 a 一 5 二 0. 

4. 设 24g. 求证 :F; 中 元 索 < 在 F; 中 可 开平 方 的 充 要 条 件 是 a 了 二 1, 由 
此 证 明 Fi 中 共有 2 个 这 样 的 元 素 .如 果 219, 则 Fs 中 每 个 元 素 均 可 
在 F, 中 开平 方 . 

5. 设 oa 外 Fa 为 正 整 数 , 求 证 在 请 Czrj 中 yz 一 x 十 alzr 一 地 十 pa， 

6. 设 xs 生产。 .求证 对 每 个 EF, 方 程 

a 二 py=e 
在 FF, 中 均 有 解 . 

7 求证 Fy 人 门 Fr 二 让 yp ,其 中 4 = n,m). 

8. 求 证 当 9 党 3 时 ,xz 十 x 十 1 是 FstzI 中 可 约 包 项 式 ， 

9. 设 wn 和 + 为 正 整 数 ,m 一 mz. 求证 下 x* 中 每 个 本 原 元 素 必 是 Fy [zr] 中 某 个 
{次 不 可 约 铸 珊 式 的 根 . 由 此 证 明 : 对 每 个 gq= yp" 和 每 个 正 台 数 1,F,[z) 
中 均 存 在 + 次 不 可 约 首 1 多 项 式 ， 

10, 设 大 为 正 豆 数 , 求证 

如 果 习 一 1) 司 
pe “1【 一 1， 否则 
]1. 计 cE,g==p". 求 下 ， 
《1) 方程 x 一 x 二 c=0 在 FF 中 或 者 无 根 ,或 着 有 pp 个 根 . 
(2) 所 ,中 恰好 有 六 个 元 素 2, 使 得 方程 x 一 + 十 a=0 在 FF, 中 有 解 . 
(3) 着 好 一 十 < 在 亚 中 无 解 , 则 它 在 所 tx] 中 不 可 约 ， 
12. 设 cE .求证 对 每 个 正 整 数 二 
(12 方程 =e 在 Fr? 中 或 者 无 解 ,或 者 从 好 有 (ge 一 1? 个 解 . 


(2) Fe 中 恰好 有 了 下 二 -个 元 素 a, 使 得 方程 过 一 “在 5 中 有 解 . 
13. 设 1 隐 4E FbE FF, 求证 x 一 gar 一 5 在 本 [xz] 中 可 的， 
14, 设 8EF?, 求 证 :x! 一 I 一 上 柑 下 sr Er 中 不 可 约 寺 => pn 
15. 设 r 为 之 数 ,a€ FF. 求证 zx' 一 a 或 者 在 Ftx] 中 不 可 约 , 或 者 在 不 中 有 
根 . 
,AF + 


16. 设 2hg. 则 多项式 记 (1 十 z 守 十 (1 一 <) 守 ) 为 FF, [x] 中 某 个 密 项 式 的 平 
方 ， 


§ 1. 5 有 限 域 上 的 多 项 式 


在 第 1. 3 节 我 们 论述 了 任意 域 上 多 项 式 的 一 般 性 质 . 本 节 讲 
有 限 域 上 多 项 式 的 一 些 特殊 性 质 . 


1.5. 定理 设 (zx) 是 下 Cr) 中 次 不 可 约 儿 项 式 ， 
deg 六 >1.a 为 xz 的 一 个 根 . 则 
(1) 包 省 FE 和 a 的 最 小 域 为 Fw 
(2)flz) 的 全 部 根 为 gz,w ,af ar ,并 且 这 4 个 根 答 此 
不 癌 . 
(3) 对 于 F,[Cz] 中 每 个 多 项 式 gtxz) ,a 为 g(x) 的 根 当 和 且 仅 
当 fr) le(tr), 
证 明 〈1) 我 们 可 以 象 定理 1, 4. 7 的 证 明 中 那样 ,推出 集合 
SS={co0 oe 二 :eile rc! FF.} 
是 9 元 域 ( 定 理 1. 4. 7 是 对 g 二 pp 的 情形 证 明 的 . 对 于 9 为 素数 
村 的 一 般 情形 其 证 明 完 全 一 样 ). 车 域 忆 包含 严 和 wa, 由 人 定义 
知 下 也 世 合 5. 这 就 表明 5=Fy 是 包 合 FF 和 a 的 最 小 域 . 
(2) 设 琴 z= 十 axw” :十 呈 二 1 十 所 忆 . 则 ao 
二 qo 十 十 oo_ia 十 0 二 (a) 一 0, 由 44€F, 可知 of 二 a 从 而 
0O= {gr aa a 
一 《de 十 (am 二 二 (a a) Ta 
一 上 《时 六 十 国人 人” 十 十 ai 十 好 
» d7。 


= f(a). 

这 就 表明 we 为 A(z) 的 根 . 从 而 of 一 (oo ,… ,of 均 是 .rz) 
的 根 , 再 证 aya ,oe ,… ,ww ”彼此 不 同 (于 是 它们 就 是 /Cx) 的 多 
部 根 ). 如 果 ww 二 or ,其 中 0 所 ?之 j 和 一 1 令 天 = 一 让 则 1 二 和 挟 
n 一 1. 由 (2) 知 EF ;从 而 of 二 a 于 是 

a 二 二 (这 表明 a€ 
Fr" 从 而 上 和 a 均 包 含 在 Fr 之 中 .但 是 mr<<n, 这 就 与 1) 中 结 
论 相 牙 盾 . 从 而 so ,… ,ww 彼此 不 同 . 

(3) 若 A(x)|g(lz), 易 知 a 为 g(xz) 的 根 .反之 若 a 为 g(x) 的 
根 , 可 以 象 人 1) 中 那样 证 明 a,w,… ,we ' 均 为 g(r) 的 根 .现在 我 
们 将 fz 和 g(x) 在 Fy [Cz] 中 分 解 .由 于 aw，…,e 为 (x) 
的 全 部 根 ,并 且 没 有 重 根 , 可 知 在 rz] 中 Fz)=atzr 一 o)。 
(zd)(zx 一 0 ) 其 中 aEF* 为 f(x) 的 首 项 系数 . 又 因 a， 
oo 也 均 为 gCz) 的 根 . 从而 gz) 一 (rz 一 (zz 一 oo(x 
一 2 ) 汲 (x). 于 是 在 FrCx) 中 f(x) |g(z), 所 以 在 FCzJ] 中 也 
有 (xr) ler). 

注 记 通常 以 Flo) 表 示 定 理 1. 5. 1 的 (1) 中 所 述 的 包 合 玉 
和 a 的 最 小 域 . 它 也 叫 作 将 元 素 a 添加 到 F, 之 中 而 得 到 的 扩 
域 . 

如 果 a 属于 F, 的 某 个 有 限 扩 域 ,我 们 一 定 能 求 得 FCzx] 中 
一 个 不 可 约 首 1 儿 项 式 Fr) 以 = 为 根 , 这 是 因为 ;车 “局 于 Fi, 
的 有 限 扩 域 Fe , 则 a 是 x 一 z 的 根 .将 x 一 zx 在 FCx] 中 分 解 
成 

2 一 并 一 三 Crh fz) 
其 中 万 ,…，, 万 均 是 FCzj] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 , 那 未 0 一 ”一 a 
二 J 五 (), 从而 必 有 某 个 fC0)==0. 凤 & 是 FLx} 中 首 1 不 
三 有 夯 


可 约 多 项 式 f:(xz) 的 根 . 

叉 由 定理 1. 5. 1 的 (537 知道 ,PCz] 中 每 个 以 a 为 根 的 多 项 式 
均 是 f(z) 的 售 式 , 所 以 我 们 通常 把 (Cz) 岂 作 a 在 FCx2 中 的 
极 小 多 项 式 . 

问题 是 ;给 了 «之后, 如何 去 求 « 在 瑟 [zJ 中 的 极 小 多 项 式 ? 


1.5,2 定理 设 < 是 所 的 某 个 有 限 扩 域 中 的 元 素 , 若 n 
是 使 w 一 = 成立 的 最 小 正 整 数 . 则 
ffl) 一 (rr) ) 
就 是 a 在 下 [xz 中 的 极 小 多 项 式 . 
证 明 ”我 们 先 证 /zr}) 是 F,[z] 中 的 名 项 式 . 设 
f(T)=Cr— ora re ro ) 
=X" 二 cr 小 ce 十 十 co <1) 
我 们 要 证 ao;… ,cE 为 此 特 民 ) 式 乘 g 次 方 , 便 得 到 (注意 of 
=a): 
(To— oa ) x ra) 
= (2+ ) Tt (2) 
此 式 两 边 均 为 x* 的 包 项 式 . 将 (1) 式 中 的 xz 改 成 x ,然后 与 (2) 
起 比较 , 妈 知 省 = ,ye 二 c. 因此 Cs F. BT fr)Ee 
FF Le). 
F.CxJ] 中 每 个 多 项 式 g(xz) 若 以 a 为 根 , 则 of,… ,wr ' 均 是 8 
(z) 的 根 . 由 此 即 知 f(x) 1g cz). 从 而 fz) 是 a 在 Cx) 中 的 极 
小 多 项 式 . 从 而 f(x) 也 必 为 FCr} 中 前 不 可 约 多 项 式 ， 证 毕 . 


例 让 我 们 回 到 上 一 节 的 例 2. 在 这 个 例子 中 我 们 构 作 了 域 
FF 二 F.(7Y) ,其 中 7 为 下 :中 本 原 元 素 ,7 =1 ,7 一 7 十 1. 那里 还 
. Us 


给 出 Fi 中 所 有 元 豪 的 两 种 表达 方式 . 

由 于 六 是 3 阶 元 素 , 从 而 它 是 FF 的 本 原 元 素 . 于 是 FF 中 4 个 
元 素 为 0, 认 一 (410 1,1) 六 一代 01 0) 一 姑 十 1, 和 2 一 1. 即 
F,={0,7 ,7 十 1,1}. 

现在 求 产 在 FC 中 的 极 小 多 项 式 fz), 由 于 O03)*=7， 
(0023 一 (71 一 Y? 二 72, 根据 定理 1. 5.2, 了 (Cz) 以 六 和 7) 为 根 . 因 
此 

r= (rr + 
由 于 十 二 0,1,0,0) 十 C14110) 二 (1,0,110) 二 (二 5 十 
1); 从 而 这 在 户 [z) 中 的 极 小 多 项 式 为 z 十 YY 十 7 

让 我 们 再 求 在 Ftr] 中 的 极 小 多 项 式 gr) 由 于 (75)?== 
7 一 7 一 5, 从 而 g(r) 的 根 为 六 和 7" 于 是 gtx)= (x 
十 六 JE 十 为人 一 得 十 25 十 入 十 17z 十 加 一 和 于 十 z 十 1. 由 此 也 可 
看 出 EF,. 


我 们 在 引 理 1. 4. 8 中 证 明了 对 每 个 素数 pp 和 正 整 数 ， 
FrCz] 中 必然 存在 = 次 不 可 约 首 1 和 多项式, 将 p 改 成 9 二 ,那里 
的 证 明 仍 旧 适 用 . 即 对 每 个 n 宇 1, 下 Cx) 中 均 有 "次 不 可 约 首 1 
多 项 式 . 现在 我 们 计算 Fu[Cxj 中 次 不 可 约 首 1 多 项 式 的 确切 个 
数 . 在 计算 中 我 们 要 用 到 初等 数论 中 一 个 函数 ( 叫 作 M5bius 本 
数 ), 它 定义 为 

mm) 一 (人 1)， 如 果 = 是 ! 个 不 同 素数 之 积 ， 
0， 否则 . 
例如 :mA(17? 一 1,m(2) 一 上 (3) 一 A(5) 一 Ap(7) 一 一 1,p(4) 一 Am(8) 一 
A9)=R(12)=0, £6) = 04(10)=1, 
我 们 还 要 用 到 初等 数论 的 一 个 反 滨 公式 ， 


二 D0" 


1.5.3 引 理 人 设 了 DD 和 gtn) 均 是 数论 函数 ( 即 上 和 目 变 量 取 
正 整 数 ). 如 果 对 每 个 正 整 数 # 均 有 
fn) = Yagad), 
二 | 


则 对 每 个 正 整数 壮 均 有 
(iD 一 > xa/ 号 | | = 2 于] ca)j、 
这 里 求 和 均 是 过 过 站 的 所 有 正 因子 ， 
证 明 参见 尾 何 一 本 初等 数论 的 书 . 
例 我们 曾经 在 引 理 1. 4. 4 中 证 明了 
n 一 ,Id )， 


In 


取 Fn) 一 nn,g (0m) 一 wa ,用 反 演 公式 便 给 出 欧 拉 函数 的 表达 
式 
HD 一 DD = 全 全 CHYy 
AE 和 | 

设 # 二 训 pp2… 如 是 nn 的 标准 分 解 式 .由 Cn) 的 定 头 知 , 当 # 的 
因子 a 说 某 个 素数 pp; 的 平方 除 尽 时 ,px(d) 一 0, 这 对 于 Cx* ) 式 后 
边 求 和 浴 有 贡献 . 而 当 a 为 ;个 不 同 察 数 pi sp, 当中 任意 i 个 
之 积 时 ,mta) 一 (一 1 六 于 是 (* ) 式 变 成 


下 l 1 
= 1 一 一 一 下 中 中 一 一 OC 
Pm) | 之 P: + 之 pp; tT. PP"''p, 
1 .1 
"|1 二 (1 站 1 元 | 
| 
n+ 1 一 二 |， 
开 | p 


其 中 上 式 右 边 乘积 表示 p 这 +» 的 所 有 泰 因子 . 


1,5.4 定理 (中 ) 设 zr) 是 FF[xJ 中 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
中 加 了 者 


则 :; 六 xz 可 rdegt |n. 

(2) x 一 x 等 于 FLxj 中 所 有 次 数 除 尽 nn 的 不 可 约 首 1 多 
项 式 之 积 . | 

《3) Ftz)] 中 次 不 可 约 首 1 多 项 式 的 个 数 为 二 和 pd Dg 


证 明 (1) 令 degf 一 d. 加 果 jz 一 x, 设 g 是 f(z) 的 
根 , 则 FC0) = 二 Fe( 定 理 1.5.1 的 (1)). 由 于 .Az) 1x 一 x; 从 而 a 
也 是 z 一 z 的 根 . 即 a€ Fy. 由 于 Fx 是 包含 Ff, 和 a 的 最 小 域 ， 
因此 Fj: 为 Fy 的 子 域 .于 是 41n( 定 理 1. 4. 9), 反之 设 dn 则 Fy 
二 Ft 和 CPr. 于 是 aE€ Fr. 从 而 4 是 x 一 z 的 根 . 由 于 (x) 不 
可 约 , 并 且 fla) 一 0; 所 以 x) 是 4 在 FLCz] 中 的 极 小 多项式 . 
于 是 (x) |z 一 z+( 定 理 1. 5. 1 的 (3))， 

《2) 由 51) 直接 推出， 

《3) 结论 (2) 可 表示 成 


一 一 zz 一 外 I fc), (Cx) 


Im 十 广 丰 可 
首 1 ,不 可 交 


其 中 第 二 个 乘积 表示 J/ 过 Ftx) 中 所 有 4d 光 不 可 约 首 1 多 项 式 . 
如 果 以 六 GD 表示 可 5Cz 中 半 次 不 可 约 首 1 多 项 式 的 个 数 , 则 考 
庶 (* ) 式 两 边 多 项 式 的 次 数 , 便 得 到 


人 9 一 > dNa). 


三 | 地 


在 反 演 公式 5 引 理 1. 5, 3 中 取 fn 一 g" ,gn) 一 nN (n), 便 由 上 
式 得 到 


Pa) = Dd)q97, 

EE 
从 而 FotzI] 中 次 不 可 约 首 1 多 项 式 个 数 为 
Nin) 一 ~ Spud)g3. 

性] 


+ 2 


设 17) 为 FCxJ 中 4 深 不 可 约 首 1 包 项 式 ,w 是 f(z) 的 一 
个 根 . 则 严 ;(a) 一 所 但 是 a 不 一 定 为 Fx 的 本 原 元 案 ( 见 第 1. 4 
节 的 例 2). 不 难 证 明 ; 车 f(r) 的 一 个 根 a 是 Fr 的 本 原 元 素 , 则 
f(x) 的 所 有 根 ga of ,0 ' 均 是 下 :的 本 原 元 察 . 


1. 5. 5 定义 设 f(x) 为 FCx] 中 次 不 可 约 首 1 多 项 趟 .如 
全 A(z) 的 根 a 是 Fe 的 本 原 元 素 , 我 们 称 f(z) 为 Fo[z} 中 本 原 


1. 5.6 定理 FCr) 中 次 本 原 多 项 式 共 有 二 glg" 一 1) 
个 . 

证 明 Fx 中 共有 ygXg 一 由 个 本 原 元 素 ( 定 理 1. 4. 5). 每 个 
本 原 元 素 都 是 FCx] 中 某 个 次 本 原 多 项 式 f(x) 的 根 , 而 这 样 
fT) 的 nn 个 根 均 是 声 - 中 (不 同 的 ) 本 原 元 康 . 所 以 下 [Cx] 中 必 次 


本 原 多 项 式 的 个 数 为 二 g(q" 一 1)， 


例 F.Cz) 中 4 次 本 原名 项 式 的 个 数 为 


2 一 DD 一 证 15) 一 十 15:| 1 一 言 | [1 一 二) =2z. 


3 
而 4 次 不 可 约 ( 首 1) 包 项 式 的 个 数 为 
二 2 pd) 2 一 二 Cd] )24 十 wp(2322] 


= 二 (16 一 4) 二 3. z 
由 于 F; Cx] 中 不 可 约 包 项 式 f(x) 的 常数 项 必 为 1 (否则 zl 
s DT* 


tr) 因此 只 需 考 谍 

二 十 1 十 十 1 十 十 1 十 十 十 十 1， 
由 于 x 十 让 十 1 二 《十 x 十 1 六 ,从 而 其 作 三 个 多 项 式 都 是 不 可 
约 的 , 入 由 于 十 十 x 十 + 十 1 的 根 a 是 5 阶 的 , 即 不 是 所 :中 的 
本 原 元 案 ; 从 而 让 十 x 十 1 和 十 x+ 十 1 是 F,[xj 中 的 本 原 包 项 
式 . 


最 后 我 们 庶 谈 有 限 域 上 包 项 式 的 另 一 个 特性 ;多 项 式 的 周 
期 . 


1.5.7 定 兆 设 了 (tr) 是 Fj[x] 中 针 项 式 ;,f(0) 尖 0( 这 靠 
价 于 xtftz)). 如 果 存 在 正 束 数 =, 使 得 /A(z) 1x 一 1, 则 满足 这 
一 性 质 的 最 小 正 整数 二 叫 帮 A(z) 的 周期 ,表示 成 PC 有)， 

注 记 车 Af(0) 一 0, 则 xz | 了 (tz). 由 于 对 每 个 ,zx 一 1, 从 
而 六 ze 一 1, 这 说 明 当 (0) 二 0 时 ,f(zx) 没 有 周期 概念 . 下面 
定理 表明 , 当 fc0) 了 关 0( 即 f(x) 的 常数 项 不 为 0) 时 ,F(z) 必 有 周 
期 . 并 且 还 给 出 周期 的 求法 . 


1.5.8 定理 设 fr)EFLzxj degf 这 1, 0) 尖 0. 

(1) 车 7) 的 周期 为 PO, 刚 fz) x 一 1 二 P07) |m. 

《2) 着 了 (Zz) 为 [zj 中 不 可 约 包 项 式 . 则 PC 有 等 于 f(x) 
的 每 个 根 的 阶 ,特别 地 ;六 x) 为 Fix2 中 次 本 原 多 项 式 二 > 
P(A=F 1. 

(3) 设 rz)==glx)*, 其 中 上 5 为 正 整 数 ,gCr) 为 下 Cx) 中 不 
可 约 包 项 式 . gq 一 p*, P(g)==e. 令 z 是 满足 疡 宇 5 的 最 小 整数 , 则 
Pl =ep, 

(4) 设 2D)= 二 (Dfi(r) 迟 (zw) ,其 中 ,所 是 FCx) 

本 5 学 


中 彼此 直 素 的 多 项 式 , 则 

P(A)=CP(Cf, 呈 ,PCf)] (最 小 公信 数 ). 

证 明 (1 若 PO 六 |r 显然 fr | Cr 中 一 1)|x" 一 1. 反 
之 , 若 f(zr}l2" 一 1 者 虚 除 法 算式 

m=ag*PCATr, OEr<Plf). 

刚 一] 二 Cr 一 一 ) 十 (x 一 1 二 Ce 让 一 1) 十 Cx 一 1), 由 于 
FT 一 而 x) x 一 1. 再 由 Pi 让 的 
定妆 即 知 r= 二 0, 王 是 mw 一 a*PC), 即 PON |m. 

(2) 设 a 是 [J] 中 不 可 约 多 项 式 f(z) 的 性 意 一 个 模 . 则 : 

A lr 一 1 守 坟 (zx 一 |x" 一 1 {定理 1. 5.1 的 (3)) 

< 一 > 人 一 1， | 

由 于 了 (0) 舌 0, 雹 a 关 0. 从 而 存在 正 整 数 呈 使 得 w=1. 因此 
f(T) |x 一 1 于 是 f(z) 存在 周期 PC 让 ,并 且 由 定义 知 PC 让 为 
满足 六 zz 一 1 的 最 小 正 整 数 . 由 上 式 可 知 PC 站 为 满足 =] 
的 最 小 正 整数 , 即 PC 站 等 于 a 的 阶 , 其 中 a 是 f(r) 任意 一 个 
根 ， 

(3) 由 gz)1r 一 1 可 知 gx) |gCr)yr fi 一 1)7 一 2 -1 
由 (1) 知 P(g |ep', 另 一 方面 , 设 4 二 degg (zx), 出 g(x) [x !'—1 
《由 于 gtz) 不 可 约 并 且 g(0) 天 0). 于 是 el 入 一 1 从 而 te,p) 二 1. 
进而 由 glz)jg(zrylrr 中 一 1 可 知 elp(lg') |ep'. 再 由 te,p)= 二 1 有 妈 
知 P(g 二 ep' ;其 中 Vt 从 而 gg Cr |z 一 1 二 (x 一 1)*. 由 于 
不 可 约 名 项 式 gtx) 没 有 重 根 , 而 x' 一 1 也 没有 重 根 (因为 Ce,p) 
二 4; 从 而 (一 1,Cx 一 1) = (x 一 ler =r 1,x 1)— 
1). 再 由 加 (z 基 | (一 1 即 知 生产 , 青 由 上 的 定义 可 知 Et 于 
是 ! 一 上 即 PON)=Plg’)=ep. 

(4) 由 于 

fxr) 1<> | 1) 

» SS* 


< Pt) (1 ssiss5) 

> PCA 六) (习题 ]. 1 11,(1)) 
从 而 (让 二 [POCOf) ,PCA)],; 因 为 此 等 式 两 边 分 别 为 满足 
FC 一 1 和 [POF PCDj1n 的 最 小 正 整 数 


定理 1. 5. 8 完全 给 出 了 计算 FEz] 中 多项式 Fr)CFCO) 天 
0) 的 周期 的 方法 ， 

例 A 一 {十 工 十 1 7 十 X+ 十 1) EF,[xj, 易 其 x 十 xz 
十 1 的 周期 为 3. 由 于 xz 十 z 十 1 是 FCxj 中 本 原 多 项 式 ,从 而 它 的 
周期 为 2 一 1 二 15( 上 述 定 理 的 (2)). 根据 上 述 定 理 的 (3) 知 C(x? 
十 x 十 1)* 的 周期 为 3*2: 一 12,. 再 根据 上 述 定 理 的 (4) 即 知 f(z) 
的 周期 为 [12,]5]=60. 


1].5.9 二 题 
1. 庶 fr 为 rz 中 = 次 不 可 约 多 项 式 , 为 正 整数 . d 一 (aa)- 求证 ; 
fz) 在 Fy cc 中 分 解 成 了 个 三 次 不 可 约 多 项 式 之 积 . 
2. 写 出 局 [r] 中 所 有 三 次 首 1 不 可 约 儿 项 式 和 三 次 本 不 多 项 式 . 
3. 求证 :所 Cx] 中 每 个 m 次 首 1 不 可 约 包 项 式 均 是 本 原名 项 式 寺 >q 二 2 并 
且 22 一 1 为 素数 . 
4. 设 "六 2. 求证 Frcz] 中 所 有 “次 不 可 约 首 1 多 项 式 之 委 积 等 于 
TE — 1 


| 


5. 求 FCr 中 天 项 式 { 让 十 zt 十 1): Cr 十 x 十 1) 的 周期 . 
6. C1 3》 求证 之 ， A PY. 
di nn 


(8 求证 z” 一 x 在 所 [二 中 首 1 相 可 约 针 项 式 因 子 的 个 政 为 
oy tay, 


dls 


ss 生生 


7. 利用 定理 1. 5. 4 证 明 ,Cr 中 次 首 1 不 可 约 几 项 式 的 个 数 上 (有 如 下 


的 估计 : 
1 


(gp ENG — 


| a 
na—1) 9 1 


并 且 :No 一 二 (一 们 <->z 为 素数 . 
3. 利用 (7) 题 中 对 NCn) 的 下 界 估 计 证 明和 NC) 尘 1. 有 妈 对 每 个 gg 和 nr,F,tz] 
中 均 有 # 次 不 可 的 独 项 式 ， 
9. 让 明 一 x 十 1 六 所 C7 中 本 源 涤 项 址 . 


由 DF. 


第 二 章 ”有 限 域 的 应用 


前 面 讲述 了 有 限 域 的 构 作 方式 和 它们 的 代数 结构 , 雇 及 有 
限 域 上 多 项 式 的 特殊 性 质 . 所 谓 代 数 结构 ,就 是 对 某 种 集合 赋 以 
一 个 或 多 个 运算 ,并 且 这 些 运 算 满 足 某 些 特定 的 法 则 (或 纠 定 
律 ). 数学 中 研究 的 各 种 结构 五 花 八 门 ( 除 了 代数 结构 之 外 ,还 有 
几何 结构 ,拓扑 结构 ,解析 结构 , 序 结 构 等 ), 有 些 是 (或 者 一 开始 
是 ?从 兴趣 出 发 ,但 就 整体 而 言 , 或 者 从 根本 上 说 ,这 些 数学 结构 
的 研究 是 各 种 实际 领域 和 数学 自身 逻辑 发 展 的 需要 (兴趣 也 是 
人 类 向 目 己 的 智 兢 和 能 力 挑战 的 一 种 需求 意识 》 人 们 对 于 各 种 
需要 或 月 标的 不 同 理解 ;给 出 各 种 数学 结构 的 不 同 价值 标准 .一 
般 来 说 ,如 果 对 某 种 数学 结构 所 加 条 件 意 多 ,要求 也 盖 敬 刻 . 这 
种 结构 也 就 意 少 ,但 也 就 更 为 具体 . 就 拿 我 们 在 第 1. 2 节 定 义 的 
域 这 种 代数 结构 来 说 , 它 有 四 则 运算 并 旦 满足 通常 的 运算 法 则 . 
条 件 已 经 不 少 .得 是 人 人 们 对 域 的 研究 远 未 终结 ,其 中 对 两 种 特殊 
域 的 研究 产生 了 数学 的 两 大 分 支 ; 研 究 有 理 数 域 和 它 的 (有 限 
次 ) 扩 域 的 , 叫 作 代数 数论 ;研究 有 理 晴 数 域 (zt) 或 者 Fx， 
xp 和 它们 的 (有 限 次 ) 扩 域 的 , 叫 作 代数 几何 ,可 是 ,只 要 
对 域 再 加 上 一 个 非常 简单 的 “ 有限” 条 件 . 第 1. 4 节 充 分 表明 ,这 

» 5H» 


种 有 限 域 一 下 子 就 有 非常 具体 的 结构 . 至 少 在 理论 上 人 它 是 非 浓 
清楚 的 . 这 表明 域 的 有 限 性 这 一 条 件 虽 然 简单 ,但 是 却 非常 强 . 

有 限 域 的 简洁 而 美妙 的 特性 被 应 用 到 各 种 实际 领域 中 , 作 
为 构造 各 种 组 合 结构 的 有 交工 具 . 所 谓 组 合 结构 , 即 是 用 某 个 集 
合 中 的 元 素 构 作 成 具有 某 种 对 称 ( 或 平衡 ) 性 质 的 各 种 构图 . 这 
种 档 图 常常 体现 出 图 形 上 的 数学 美 有 些 组 合 结构 起 源 于 数学 
游戏 . 但 是 当 发 现 它 们 有 实际 应 用 ,或 者 认识 到 它们 在 数学 和 其 
他 科学 上 的 深刻 含义 之 后 , 便 又 促使 人 们 对 它 作 更 认真 更 深入 
地 研究 . 

综合 上 述 , 用 具有 良好 代数 性 能 的 有 限 代 数 结构 一 一 腿 
域 为 工具 , 构 作 各 种 美妙 的 有 限 组 合 结构 ,应 当 是 顺理成章 的 
事 . 顺 着 这 个 道理 我 们 写成 的 这 一 章 ,就 是 要 举 一 些 用 有 限 域 构 
作 组 全 构图 的 实例. 


$2. 1 有限 射影 平面 


我 们 在 中 学 里 学 习 过 平面 几何 ,研究 了 平面 上 各 种 图 形 的 
几何 性 质 , 就 拿 直线 来 说 ,两 条 不 同 直线 的 位 置 关 系 有 两 种 ;或 
者 只 交 于 一 点 ;或 者 平行 . 我 们 也 知道 ,过 直线 上 外 任意 一 点 恰 
好 有 一 条 直线 与 平行 . 公元 前 3 世纪 ,希腊 数学 家 欧 用 里 德 
《Euclid) 写 几何 原本 时 ,把 这 件 事 作为 公理 ,以 后 许多 年 里 ， 
信 们 一 直 认为 这 条 平行 公理 可 以 从 其 他 公理 推出 ,并 日 为 了 “证 
明 平行 公理 ,有 人 甚至 耗费 了 毕生 精力 ,后 来 才 发 现 平行 么 理 
与 欧 氏 几何 的 所 有 其 他 公理 是 独立 的 . 他 们 构 作 了 一 些 非 欧 几 
何 的 “模型 ”, 在 这 些 模 型 中 ,除了 平行 公理 之 外 , 欧 氏 几何 所 有 
其 他 公理 均 成 立 , 但 是 平行 公理 不 对 , 这 些 非 欧 几 何 分 成 两 大 

和 HO.* 


类 :一 类 是 “球面 几何 ”, 在 这 种 几何 中 ,任意 两 条 不 同 直线 均 相 
交 . 这 种 几何 用 于 天 文 和 航海 上 , 另 一 种 是 “ 双 曲 几何 ”, 在 这 种 
几何 模型 中 ,过 直线 /外 一 点 可 引 许 多 条 直线 与 /平行 ,这 种 几 
何 后 来 在 物理 世界 中 得 到 反映 . / 

我 们 现在 要 讲 的 射影 几何 完全 是 一 种 组 合 结构 , 使 用 几何 
中 的 名 词 只 不 过 是 想 使 事情 的 叙述 更 为 形象 


211 定 艾 集合 x 叫 作 是 一 个 射影 平面 ,是 指 我 们 给 出 
合 ++ 的 一 些 特定 的 子 集 ,每 个 子 集 叫 作 一 条 坦 线 ,而 zx 中 每 个 

元 窜 叫 作 一 个 点 .并且 满足 下 列 三 个 条 件 ; 

(Pl)z 中 任意 两 个 不 同 点 恰好 在 一 条 公共 直线 上 . 

(P27 中 任 沉 两 条 不 同 直 线 恰 好 交 于 一 点 . 

(P3)x 中 存在 四 个 不 同 的 点 ,使 得 其 中 任意 三 点 均 不 同时 
在 一 条 直线 上， 

设 x 是 射影 平面 . 如 果 * 为 有 限 集合 , 则 叫 作 有 限 射影 平 
面 . 

我 们 先 举 一 个 有 限 射 影 平 面 
的 例子 :下 面 图 形 便 是 一 个 有 限 
射影 平面 . 整个 平面 x 由 七 个 点 
组 成 : 

IT 一 (4 中) CC' ,0), 
图 1 中 除了 六 条 通常 直线 之 外 ,由 
虚线 画 出 的 圆 也 是 一 条 直线 . 从 


而 共有 于 面 七 条 直线 : 图 1 
{A B} ,1BA'C} ,CB’ A}, {AOA'}, {BOB'}, {COC’}, 
【有 


每 条 直线 上 有 三 个 点 .从 图 形 中 可 看 出 它 满足 射影 平面 的 三 条 
+ SO * 


公理 (例如 对 公理 (CP3), 我 们 可 以 取 四 个 点 4A,B,C,O). 

有 限 射影 平面 的 研究 起 源 于 上 个 世纪 中 期 , 最 基本 问题 是 ; 
我 们 可 以 构 作 出 哪些 有 限 射 影 平面? 这 个 问题 至 今 未 能 完全 解 
决 . 目前 已经 构 作 出 来 的 所 有 有 限 射影 平面 全 是 利用 有 限 域 . 在 
讲 具 体 构 作 方 法 之 前 ,我 们 想 再 谈 一 点 射影 平面 的 性 质 ， 

射影 平面 的 所 有 性 质 均 诬 从 三 条 公理 (P17,(P27 和 (P37 推 
出 , 注意 (Pl1) 和 (CP2) 是 彼此 对 侦 的 : 即 只 要 把 “点 "八成 “直线 ”， 
把 “直线 ” 改 成 “点 ”把 “点 在 直线 上 ” 改 成 “直线 过 点 ”, 那 末 
CPD) 就 变 成 (P2), 而 (P2) 就 变 成 (P1). 类 似 地 ,公理 (P3) 的 对 侦 
命 朋 应 当 投 述 成 ，; 

P43)x 中 存在 四 条 不 同 直 线 , 它 们 当中 任意 三 条 直线 均 不 
交 于 同一 点 . 

事实 上 ,(《P4) 可 以 从 前 三 条 公理 推出 ,从 而 它 也 是 任意 射 
影 平 面 的 特性 . 现在 我 们 来 证 明 (Pd4) : 设 P,P;,P;;,P 是 (FP 和) 中 
所 给 出 的 四 个 点 . 则 它们 任意 三 点 均 不 共 线 . 由 公理 (P1) 知 道 
过 PP 和 P. 恰 好 有 一 条 直线 ,我 们 记 作 PiB;. 同样 有 直线 PP,， 
PsPi,P, 现在 我 们 证 明 这 四 条 直线 满足 (P4) 的 变 求 . 先 证 这 
是 四 条 不 同 的 直线 . 例如 ,车 PiP; 一 PP;, 则 点 P ,P,P, 在 同一 
直线 上 ,与 假设 矛盾 , 其 余 情 形 类 似 , 再 证 任 三 条 直线 均 不 交 于 
一 点 . 比如 考虑 直线 户 P; ,PP;, 它 们 交 于 点 Ps. 根据 (CP2) 知 它 
们 只 有 这 一 个 交点 ,从 而 可 表示 成 Bi 门户 P; = P,, 类 似 知 
PPN PP P, 关 Ps 从 而 已 Pi,P;P; 和 PP 不 能 有 公共 交点 . 
同样 可 证 其 他 情形 . 于 是 我 们 证 明了 (P4). 由 于 (P3) 和 (Pd4)? 也 
是 相 拒 对 偶 的 . 而 射影 平面 上 的 所 有 性 质 均 由 (P1) 到 (P4) 推 出 
来 . 可 知 车 一 个 命题 在 射影 平面 中 正确 , 那 末 它 的 对 侦 命 题 在 射 
影 平面 中 也 正确 . 射影 平面 上 的 这 个 对 偶 原 则 ， 体现 了 射影 平面 
的 一 种 内 在 美 . 
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2. 1.2 定理 设 x 是 有 限 射 影 平 面 , 则 

(1 任意 两 条 直线 上 的 点 数 相 等 . 

(2) 过 点 也 的 直线 数 等 于 过 男 一 点 P' 的 直线 数 ， 

(3) 直线 1 上 的 点 数 每 于 过 点 卫 的 直线 数 ， 

(4) 设 届 7 到 3) 中 那个 公共 数字 为 a 十 1; 则 x 中 共有 并 十 
nn 十 1] 个 点 和 并 十 nn 十 1 条 直 绕 ， 

证 明 《1) 设 !/ 和 ”是 天 中 商 条 不 同 直线 . 我 们 先 证 x 中 必 
有 点 口 既 不 在 :上 也 不 在 上 .因为 若 不 然 ; 则 7 中 所 有 的 点 均 
或 在 :上 或 在 上 .但 是 由 (PP3) 我 们 有 四 个 点 ,其 中 任意 三 点 均 
不 共 线 . 所 以 必然 其 中 两 点 女 和 BB 在 :上 ,而 另 两 点 忆 和 吕 在 
' 上 , 然后 易 知 直线 4C 和 五 姜 的 交点 已 既 不 在 ! 上 又 不 在 忆 上 
《请 读者 自 证 )， 

现在 设 尽 口 既 不 在 :上 又 不 在 上 . 对 于 上 上 每 个 点 了 ,由 
于 O&A (这 表示 点 口 不 在 直线 下 上 土 ) ,可 知 O0P 关 ,于 是 OP 和 
上 诡 于 一 点 五 ' .由 此 给 出 从 直线 上 到 直线 志 的 一 个 映射 o; 即 
zf 局) 一 已 ' ,其 中 已 ' 由 上述 方 式 作 出 
(这 个 机 射 通常 叫 作 以 点 已 为 中 心 的 
投射 ,如 图 所 示 ). 现在 证 明 w:j-=l 是 OA | 


一 一 对 应 . 如 果 叉 有 QE1,o(Q) = A 
已 ,并 且 Q 关 P. 则 两 条 不 同 直线 1 和 \ | 
OF" 就 有 两 个 交点 P 和 ,这 与 (PLD) PL 
矛盾 . 因此 o 为 单 射 , 即 中 不 同 的 点 

通过 = 映 成 中 不 同 的 点 . 另 一 方面 ， 图 2 


对 二 上 每 个 点 Q@' ,必然 OQ 天 5 因为 点 口 不 在 上/ 上 ), 从 而 
OQ 各 二 有 交点 已 ; 易 知 oCQ@Q) 一 Q@' (为 什么 ?). 从 而 = 为 满 射 ,于 
是 gf-*{! 为 一 一 对 应 . 这 就 表明 直线 /和 有 相同 的 点 数 . 

= 站 了 


(2) 是 (1) 的 对 侦 命 题 . 所 以 由 局 ?正确 自然 得 出 (2 的 正确 
人 性. 

(3》 由 于 过 每 点 的 直线 数 相 
同 , 每 条 直线 上 的 点 数 也 相同, 我 


们 不 妨 取 点 PP 不 在 直线 :上 (由 1; 
公理 (P38) 知 存在 不 在 一 条 直线 、 
上 的 三 点 P,4,B. 于 是 点 卫 便 不 入 、 


在 直线 AB=7i 上 ). 于 是; 过 点 P | 一 一 二 一 
的 每 条 直线 总 均 不 为 六 从 而 二 与 ， 
{ 交 于 一 点 他. 易 知 i 是 过 PP 围 3 
的 诸 直 线 与 1 上 诸 点 之 间 的 一 一 对 应 . 于 是 ,过 点 五 的 直线 数 等 
于 上 上 的 点 数 . 

(4) 过 点 号 共有 2 十 1 苯 直 线 五 中 除了 点 如 之 
外 ,每 个 点 P 均 在 唯一 的 一 条 直线 /: 上 {因为 P 半 0O, 由 公理 
(Pl1), 过 PP 和 OO 有 了 崔 一 直线 ,它们 必 是 某 个 久 ). 每 条 直线 1 上 
除了 点 口 之 外 还 有 个 点 .并且 不 向 的 直线 4 和 i; 只 有 一 个 公 
共 交 点 (公理 CP2)), 所 以 + 中 点 的 总 数 为 1 十 nn 十 1) 二 #7 十 十 
1. 再 由 对 偶 原 则 ,zx 中 直线 总 数 也 是 并 十 # 十 1. 


2.1.3 定义 ”每 条 直线 上 均 恰 有 十 1 个 点 的 有 限 射 影 平 
面 叫 作 < 阶 射 影 半 面 。 

前 面 的 例子 是 一 个 2 阶 射影 平面 , 一 个 自然 的 问题 是 ,对 于 
每 个 正 整 数 ,是 否 均 存在 阶 射影 平面 ? 

每 个 学 过 平面 几何 的 人 都 有 体会 : 作 几 何 丁 甸 要 很 高 的 乔 
能 和 技巧 . 法 国 数 学 家 笛 卡 儿 的 重要 页 献 是 在 平面 上 引进 坐标 
平和 铅 上 的 点 用 它 的 华 标 (x ,yy) 来 表示 ,其 中 x 和 y 为 实数 .而 实 
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数 集合 是 一 个 域 , 即 有 由 则 运算 .平面 上 的 几何 图 形 用 方程 表 
示 , 天 和 何 性 质 的 证 明 归 结 为 在 实数 域 上 解 方 程 组 . 这 就 是 解析 
几何 , 即 用 代数 方法 研究 欧 氏 几何 , 现在 我 们 也 可 以 用 域 下 来 
建 并 射影 几何 . 我 们 主要 恋 射 影 平 面 . 并 且 域 可 粹 是 任意 的 ， 
不 必 是 实数 城 . 

设 下 为 域 ,S$ 为 到 上 不 全 为 零 的 三 元 组 全 属 构成 的 集合 ， 
Bp 

3 一 人 GoesyGz) | aoveaiyazs E 天 (aoyalyaz)y 天 (000))， 
我 们 再 把 5S 中 许多 元 素 看 成 是 等 同 的. 确切 地 说 ,如 果 存 在 域 
中 非 零 元 案 aE 已 ,使 得 : 

do = Mio d= d= War， 

《这 也 写作 (aoya ;az) = 二 ataoyal;a2)), 便 称 S 中 元 率 (av ,a ;a;) 
和 (aosa ,as) 是 等 价 的 . 我 们 用 [ao,al,asj] 表 示 所 有 与 5 中 元 束 
Caoralsa2} 等 扮 的 元 碌 全 体 ,; 即 


[oa 一 | ora 1 1， ， 
{ro + A ri ) =a(do * 位 1 sis) 


最 后 ,我 们 把 所 有 [ao sa ,asj] 组 成 的 集合 记 成 x(F). 

例 1 取 Ff 二 3;y 则 非 零 的 三 数组 《co yl cf 其 中 djs rs 
FF) 共有 一 1 二 26 个 , 所 以 5S 中 共有 26 个 元 素 . 由 于 (anyai， 
ez) 和 (2aoy2al2az) 等 价 . 所 以 每 个 [ao,a sasj 包 含 S 中 两 个 元 
宗 ， 因此 Xx 下) 中 共有 13 个 元 素 . 由 于 [a。 A102 |=2Laos a saz] 
因此 当 % 隆 0 时 ,我 们 总 可 取 wo 二 1. 所 以 这 时 共 给 出 xCF;) 中 下 
列 9 个 元 率 : 


存在 a€EF" ,使 得 | 


L1 + 他 |] ,3 ， 0 委 - 上 | 2 
而 当 mm 一 0 时 还 有 4 个 元 束 :[0,1,0],[0.1,1],Lo0,1,2],[0,0,1] 


仍 设 下 为 任意 的 域 . 我 们 把 xCF) 中 的 元 素 叫 作 是 点 . 设 
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tT] yz 为 FF 中 不 全 为 替 的 元 束 . 考 虚 (变量 为 to + ;qz 的 ) 方 程 

aoTo 十 AT 十 azy = 0. (C1) 
如 果 5S 中 元 姆 (tao ,as) 满 足 方程 (1), 那 未 对 每 个 aE€ FF"， 
aftaoyalyat 二 Caqo ;aas od) 也 满足 方程 (1). 从 而 我 们 可 以 说 
x( 户 ) 中 的 点 La。 | az] 满足 方程 (17)， 我 们 把 满 是 (1) 式 的 nF) 
中 所 有 点 Leota ;asj] 组 成 的 集合 叫 作 <() 的 一 条 直线 ,并 且 把 
这 个 直线 表示 成 (zx。 9 有 


《ToyT1yi) = {ao ya as diaorot ari ar = 0}. 


22, 1; 4 引 理 设 royzn Ta yor Yr YE Fs Trost 2 不 全 为 
零 ,yo + :Ys 了 世 不 全 为 零 ， 央 
Cros Ti Te) 二 < 1rY) 寺 祝寿 在 9 下 ' ,使 得 
az 一 加 (f= Ol;2). 
. 征明。 下 一 ;假设 ax 二 y=0,1,2) ,其 中 aEF’. 那 未 ， 
氮 [aoyal az 在 直线 人 z 233 上 
Tar 二 Ti 二 drt 二 0 
oa a rt ars) 0 《由 于 a0) 
Aaya ay = 0 《由 于 ff 一 3 
地 尽 Laoralsas 在 直线 (yy ,yo) 上 . 
一 > ; 恨 设 (ro ;zz ) 和 (yo, yi, yz) 为 同一 条 直线 由 
于 on ;J 个 同时 为 零 , 我 们 不 妨 设 3 天 站 再 于 点 [51,0,0] 不 在 
直线 (yos yy27 上 (yo 十 O07 和; 十 OY 二 yo 入 0), 从 而 点 [1,0， 
0j 也 不 在 直线 (zo,xi,x2)y 上 (因为 (oy,x3) 二 《yyy ys))》, 于 
是 lz 十 0*z 十 Dozs 天 0, 即 z 天 0 记 azo 一 和 ,于 是 aE8F". 因 
为 ze 天 0, 具 而 [mm, 一 ro*0] 是 一 (R) 中 的 点 ,并 且 易 知 此 点 在 直 
线 (xo, yx2) 上 ,从 页 也 在 直线 (yo,yy ,ys) 上 .于 是 my 一 ro 
十 0 一 0 即 zo 一 X13 一 azoxri: 由 加 天 0 即 知 y= 二 axi. 同样 可 
。 O55 > 


证 ya 一 azrs- 于 是 一 ai 一 De12)》， 


例 2 ”我们 在 例 1 中 给 出 集合 rCF 中 全 部 13 个 氮 . 从 引 理 
2.1. 4 可 知 r(CF:) 也 恰好 有 13 条 直线 . 直线 (1,1,2? 上 的 点 Lao， 
cyezj] 应 当 满 中 条 件 

to 十 2 十 2as 二 0. 
由 此 可 算出 ,直线 (1,1,2) 上 共有 四 个 点 :;:[1,0,1],[1,1,2],[1， 
2,0] 和 [0,1,1]. 类 似 地 ,过 点 [1.1,2] 的 直线 (ro 应 当 注 
足 条 件 

To 二 十 272 二 必 ， 
从 而 过 点 [1 ,1,2] 也 恰好 有 四 条 直线 : (1 ,0,1),(1,1,2), 《1,2， 
0 和 C0,1,1}). 

从 这 个 例子 以 及 点 Laoya sasj 在 直线 (zxo;zT ,x 上 的 方程 
aoTo 十 区 十 2x2 二 0 对 称 形式 ,可 看 出 xCF) 中 点 和 直线 的 对 揭 
性 质 , 现在 我 们 证 明 ; 


2.1.5 定理 对 任意 域 下 ,x(F) 对 于 上 面 规定 的 点 和 直 
线 是 一 个 射影 平面 . 

证 明 ”我们 只 需 验 证 定义 2. 1. 1 中 的 三 条 公理 (P1),(P2) 
和 (CP3). 

公理 (P1) 设 P= [La | ,zz 和 二 [Leo ,Bb ;6 ] 是 X(tF) 中 两 
个 不 同 的 点 , 每 个 通过 此 二 点 的 直线 AT09 Tl ;Xs) 均 是 方程 组 

oo 十 Qi 十 aasrz = 0 
fe 二 br pbr 一 站 
的 解 . 由 于 oqo sai ;a 不 全 为 零 , 不 妨 设 ww 关 0, 从 而 可 设 mm 一 1. 于 
是 
To = OO— dT — dT 1) 
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将 此 式 代 入 方程 组 的 第 二 个 方程 ,得 到 
【 一 可) 十 《5 一 全 or 一 站 
令 训 二 所 一 qi 如 ;03 二 本 一 Qs 方程 变 成 
cr 十 Core = 0. (2) 
旭 果 ci 一 说 一 0 网 高 dbo sb 一 Gazpo. 于 是 P=[]1 ? 好] ,zj] 一 四 [L1 ? 
A dz] 一 总 ,这 和 与 PP 入 & 是 两 个 不 间 的 点 相 矛 盾 . 从 而 cl 和 cz 个 
全 为 零 , 这 时 , 易 知 方程 (2) 在 域 中 的 所 有 解 可 表 成 
XI 一 Cat Ta 一 一 Clty (人 三) 
再 代入 (1) 式 , 知 Tn 二 (Celas — Coa Ff. 由 于 并 ] 不 全 为 等 ,从 
而 1 尖 0. 因此 过 请 和 人 @ 两 点 只 有 了 唯一 的 一 条 直线 
{ros Ts Ta eT— Crd ets — ot) 
— tds — Co vefzy 一 EL 

从 (1 和 对 惕 涯 则 可 得 到 (2) ,或 用 类 似 于 (1)? 的 方式 直接 证 
(2), 

(3) 可 直接 验证 [1,0,0j,[0,1,0j],[0,0,1j 和 [1;1;1j 四 点 
中 和 伍 意 三 点 鬼 不 共 线 . 例 罗 考 上 弄 点 [1,0,0],[0,1,03 和 [1,1,11 
三 上 成. 车 三 点 均 在 直线 (zo ,zi ;x ) 上 ，, 则 Tos 的 不 为 零 . 但 
是 这 三 点 在 此 直线 上 台 得 到 方程 一 0 二 人 ,xo 十 工 ! 十 工 : 一 恬 ， 
眠 而 也 有 ;二 一 zo 一 zx, 一 0 这 不 可 能 ,其 余 情 形 类 似 ， 

注 记 ”对 于 热 悉 线 人 性 代数 的 读者 ,证 明 本 定理 是 件 非常 容 
易 的 事情 . 

定理 2, 1. 5 表明 ,对 于 每 个 域 下 我 们 总 可 得 到 一 个 射影 平 
面 rz 如 果 要 构 作 有 限 射 影 平面 ,自然 想到 利用 有 限 域 FF. 
在 F, 上 共有 一 1 个 非 零 的 (ao,a,as). 其 中 每 4 一 1 个 彼此 等 价 
《 即 彼此 相差 F? 中 一 个 元 素 作 因子 ), 从 而 xCF,) 中 共有 (gq: 一 
Dtg 一 1) 二 g 十 9 十 1 个 点 . 由 定理 2. 1.2 的 (4) 可 知 xr(F,) 是 a 
阶 射影 平面 . 这 就 证 明了 . 

+ FF7 。 


2. 1.6 定理 对 每 个 素数 堪 4g; 均 存在 9 阶 射影 平面 
四 了 于 zxCF,) 是 go 防 射影 平面 .所 以 由 定理 2. 1. 2 可 知 ,每 条 
直线 上 恰 有 gg 十 1 个 点 ;而 每 个 点 都 怡 好 在 9 十 1 条 直线 上 . 到 4 二 
2， At ) 中 共有 七 个 点 : 
A=:[1,0,0], B=[9,],0]， C=[0,0,1j, 
4 一 [0,1,1]， 忆 一 1L30,1]，C 一 Li,1.0]， 
已 一 [1 ,1 ,1]， 

而 七 条 直线 分 别 为 : 

(0.0 1) 一 4C 号， (1,0.0)=BA'C, 00,1,0)=CB"A, 

011 一 404 ，(1:0,1) 一 EDOB'  ，(1,1,0) 一 CGOCr ， 

《1 ,1 1) 一 4 瑟 7 ， 

加 出 图 形 来 ;可 知 这 就 是 本 节 一 开始 所 举 的 例子 ， 

如 果 我 们 用 组 合 学 的 语言 , 则 2 阶 射 影 平面 给 出 了 七 元 集合 

TF 二 {有 ,BC A BC ODO} 的 七 个 于 和 集 {A,C' ,5B}{B,A’， 
CHOCB' AYAOA' BOB }{C OC }{A' ,B' ,C' ，, 
其 中 任意 两 个 不 同 子 集 均 答 有 一 个 公共 元 率 , 任 意 两 个 不 同 的 
元 素 均 恰好 同时 在 一 个 子 集 之 中 . 每 个 元 崎 均 怡 好 有 3 个 子 集 包 
含 它 ,每 个 子 集 均 有 3 个 元 紊 . 这 是 一 种 非常 有 对 称 性 (或 平衡 
性 ) 的 组 合 构 图 , 我 们 在 第 2. 3 节 中 还 要 提 到 它 . 

由 定理 2. 1.6 训 知 ,内 数 为 2,3,4,5,7,8,9,11;*… 和 的 有 限 射 
影 平面 均 是 存在 的 . 自然 要 问 :6 阶 和 10 阶 的 射影 平面 是 否 存 在 ? 
利用 穷 举 法 已 经 证 明了 6 阶 射影 平面 是 不 存在 的 . 而 10 阶 射影 平 
面 是 否 存 在 ,是 一 个 长 期 未 解决 的 著名 数学 难题 . 其 主要 困难 是 
当 呈 不 为 素数 黎 时 ,研究 盖 阶 射影 平面 缺少 象 有 限 域 那样 好 的 
工具 . 1988 年 底 , 林 永 康 教 授 利 用 电脑 证 明了 10 阶 有 限 射 影 平 面 
不 存在 , 详 见 附录 . 

二 +* 


利用 相当 深刻 的 代数 数论 知识 ,Bruck 和 Ryser 证 明了 :车 
n 三 1 或 者 2C(mod 4);， nn 没有 平方 因子 ;并且 nn 有 素 因 子 p 二 
3tmod 4), 则 不 存在 阶 有 限 射 影 平 面 . 由 此 即 知 不 存在 6 阶 ， 
14 阶 ,21 阶 ,22 阶 ……* 的 射影 平面 . 除了 定理 2. 1, 6 的 肯定 性 结果 
和 上 上 上述 Bruck 一 Ryser 的 否定 性 结果 之 外 ,所 有 其 他 ## 阶 (n= 
12,15,18;,20,…》 射 影 平 面 的 存在 性 问题 均 未 解决 . 


2.1.7 了 题 
1. 构 作 3 卫 射 影 平 面 . 
2. 求证 ;对 性 意 域 下 ,射影 平面 zt 让 中 两 条 不 同 直 线 Cro ,zi ,TY 和 tor yr 


3 有 鸭 变 王 为 
TE fs TT» To 二 0 六] 
(|# “|,|s Te Mn |] 
其 中 |” | =ad 一 sc( 二 阶 行列 式 ). 
写 出 此 傅 题 的 对 货 傅 题 . 
3. 求证 射影 平面 AtFICF 为 域 ;) 中 三 个 不 同 的 点 [ao ya,az],[5 ,5 ,5;] 和 
[eosritcsj 在 一 条 直线 上 的 充 要 条 忻 是 三 阶 行列 式 


don Hd: Hr 


bo b) bs 


等 于 零 . 写 出 它 的 对 偶 命 题 ， 


$3 2.2 正 交 拉丁 方 


设 人 3 是 一 个 元 集合 .不妨 设 5=1{1 2 2.5 上 的 
一 个 a 阶 方 阵 4 是 指 x 个 数 按 下 列 方式 排 成 一 个 4 行列 的 方 


“人 


妇 1 FE: Ln 
位 21 位 zz ty 
站 二 
轨 生 让 有 和 
4] tn 里 生生 | 


其 中 每 个 都 是 5 中 的 元 素 . 这 个 nn 愉 方 收 也 简 记 为 4 一 
(ex 或 4 一 (ar 其 中 元 素 忆 位 于 第 i 行 第 j 列 的 交 及 处 . 

如 果 4 的 每 一 行 和 每 一 列 的 # 个 元 素 均 恰好 是 1,2,…,n 
这 个 数 ( 排 列 次 序 可 不 同 ), 称 4 是 一 个 x 阶 拉丁 方 . 例如 


1 2 3 ] 2 3 
4 1 


2 3 lI: 
3 1 2 

都 是 三 阶 控 丁 方 . 一 般 地 ,对 于 (;2,…,n) 的 任意 一 个 排列 Ca E 

| 


并 二 {aii} 二 


Hl Ur Le 人 in 一] 人 

Ur a be | 2 六 | 

全 3 人 Ls 1 A 

ce 林 ] 人 1 
是 nn 阶 拉丁 方 . 


将 上 上 上面 所 举 两 个 三 阶 拉 丁 方 4= (ow) 和 B= (5 重合 在 一 
起 ,路 把 4 和 五 在 同一 位 置 人 ,7 处 的 两 个 元 素 a 和 三 合并 成 
C35) ; 便 得 到 合并 方 隆 
(1,1》 {2,2) {3,3) 
ey (3,1) | 
(3,2) (1,3) (2,1) 


我 们 发 现 对 集合 $= 们 ,2,3) 中 任意 两 个 数 a,5 在 合并 方 阵 中 
各 7D* 


恰好 有 一 -个 (a,5). 于 是 合并 方 阵 中 的 九 个 Ca,5,,) 怡 好 就 是 (a， 
5) (1 二 a,b 扩 3) 全 体 , 这 样 的 两 个 拉丁 方 叫 作 是 正 交 的 . 换 句 话 
说 ,两 个 除 拉丁 方 六 二 tay} 和 如 二 L656) 叫 作 是 正 交 的 ,是 指 对 
任意 两 个 a,8E 和 ,2,…,n}, 均 存在 方 阵 唯 一 的 位 置 (i, 门 (表示 
第 i 行 第 j 列 交 及 处 ), 使 得 Ca,5) 一 (a,5). 

二 阶 拉 于 方 只 有 两 个 ， 


2 


它们 不 是 正 交 的 ,从 而 不 存在 二 阶 正 交 拉丁 方 . 

天 于 正 交 拉丁 方 的 一 个 基本 问题 是 ;对 于 哪些 ”, 必 存在 正 
交 拉 丁 方 ?如 果 存 在 x 阶 正 交 拉 丁 方 ,那么 最 多 可 以 有 包 少 个 
阶 拉丁 方 4 4. 使 得 它们 是 两 两 正 交 的 ? 

正 诡 拉丁 方 问题 起 源 于 欧 拉 于 1782 年 提出 的 所 谓 “ 三 十 六 
宇 官 问题 ": 有 来 自 六 个 团队 并 且 具 有 六 种 军 街 的 三 十 六 名 军 
官 , 每 个 团队 里 每 种 军衔 都 各 有 一 名 军官 . 能 否 将 这 三 十 六 多 
军官 排 成 六 行 六 列 的 方 阵 , 使 得 每 行 和 每 列 的 六 名 军官 , 既 来 自 
不 间 的 团队 ,又 具有 不 同 的 军衔 ? 

不 难看 出 ,这 个 问题 相当 于 构 作 一 对 六 阶 正 交 拉丁 方 (第 -一 
个 拉丁 方 中 的 1,2,，… ,6 表示 六 个 军衔 ,第 二 个 拉丁 方 中 的 元 率 
1,26 则 表示 六 个 团队 》 1900 年 ,Tarry 用 穷 举 法 证 明了 不 
存在 一 对 六 阶 正 交 拉丁 方 , 即 “ 三 十 六 军官 问题 "是 无 解 的 ， 欧 拉 
根据 二 阶 和 六 阶 正 交 拉丁 方 均 不 存在 这 个 事实 ,作出 了 大 胆 的 
狂想 ;对 于 每 个 正 整 数 二 2(mod 4), 均 不 存在 一 对 阶 正 交 拉 
丁 方 - 然而 欧 拉 犯 了 一 个 大 错误 . 1959 年 ,印度 统计 学 家 Bose 等 
人 彻底 可 定 了 欧 拉 这 个 猜想 . 他 们 证 明了 ,对 于 每 个 x 二 2Cmod 
42)3n 之 ]0, 均 存在 一 对 阶 正 交 拉丁 方 ! 后 来 ,我 国 组 合 设计 专 
家 朱 烈 教授 于 1982 年 对 此 给 出 时 为 简洁 和 巧妙 的 证 明 《Zhu 

者 ?1 本 


Lie,A short disproof of Euler' s conjecture concerning Orthogonal 


Latin squares Ars, Comb. 14 (1982)). 


下 面 是 一 对 10 阶 正 交 拉丁 方 ; 
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1 


了 


叶 


10 


Ee | 
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人 


10 


10 


Le 


本 


[| 


让 


Cy 
rt 


be 


t= 


be 


Ls 


Ee 
Lm 


DO 


| 
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te 


bs 


10 


er 


Lm | 


10 


< 


站 


Us 


Fd 


10 


Lt 


-hh 


现在 我 们 给 出 两 两 正 交 n 阶 拉丁 方 个 数 的 上 界 


定理 设 4，,…,4, 是 两 两 正 交 的 阶 拉 丁 方 , 则 


2. 2.1 
* 729 


上 <- 天 一 站. 

证 明 设 入 的 第 一 行为 Coy yc,); 这 是 民 ,2,*… ,7) 的 一 
种 排列 . 如 果 把 4 中 所 有 数字 c1 均 改 咸 1,c; 均 改 成 2,… ,6 均 改 
成 nn. 所 得 仍 为 一 个 拉丁 方 , 并 且 此 时 第 一 行为 ,…,n). 我 们 
今后 把 第 一 行为 (1,2,…,n) 的 拉丁 方 叫 作 标准 的 . 采用 同样 办 
法 ,我 们 也 把 A,,… ,A 都 变 成 标准 的 拉丁 方 . 并 且 不 难看 出 ,这 
! 个 标准 的 拉丁 方 仍然 是 两 两 正 交 的 . 所 以 我 们 不 妨 一 开始 就 
假定 A4..A;,… ,A 是 标准 的 两 两 正 交 的 %»* 阶 拉丁 方 . 从 而 它们 
有 形式 


l 天 

A: 关 
十 一 

评 其 并 


设 拉丁 方 4 在 第 2 行 第 1 列 处 为 &;, 则 2 所 4d;<&n, 我 们 证 明 d,， 
“yd 第 此 不 同 . 因 若 4 一 dd) 二 1 关 j ,2 寺 kn; 则 A, 和 4; 重 委 
之 后 ,在 第 2 行 第 1 列 处 和 第 1 行 第 有 询 处 都 是 全,&). 这 和 A 与 
A 正 殖 相 了 矛盾 . 由 于 disdes sd 是 12，3,，… 天) 中 上 个 不 同 元 
宗 , 从 而 :所 nn 一 1, 证 上 毕 . 

由 定理 2. 2. 1 可 知 ,两 两 正 交 的 w 阶 拉丁 方 组 最 多 有 n 一 1 
个 拉丁 方 . 我 们 将 # 一 1 个 两 两 正 交 的 阶 拉丁 方 叫 作 n 阶 完 备 
正 交 拉丁 方 组 . 现在 我 们 用 有 限 域 来 构 作 这 样 的 完备 正 交 拉 于 
方 组 ， 


2.2.2 定理 设 g=p"(p 为 素数 ,m 这 1). 则 当 g 汪 3 时 , 存 
在 g 阶 完备 正 交 拉丁 方 组 . 
证 明 我 们 不 用 {1,2,…,g} 这 g 个 元 素 而 改 用 有 限 域 严 
中 的 g 个 元 素 , 并 且 把 它们 记 为 
性 7 了 =。 


F, = {a = O04 = 1 as" 01). 
考虑 9 一 1 个 9 阶 方 阵 Al,Ass ;太一 1， 
A={ian) 《DO jg 一 11 扫 es 和: 一 1)， 
其 中 
a 一 a a F,. 
先 证 每 个 4. 均 是 拉丁 方 . 因 车 4 的 第 ;: 行 有 两 个 元 案 相 
同 ,; 即 有 ;和 六 ,使 得 
ai 十 ai 一 ai 十 二 
则 a=aj; 从 而 j= 六 .同样 著 A 中 第 7 列 有 两 个 元 素 相 同 , 印 
有 = 和 了 ,使 得 
Gd 二 a = A 十 如 
由 于 1 委 e 受 3 一 1, 可 知 4 天 0. 因此 由 上 式 双 给 出 =a ;于 十 又 
有 :=i . 这 就 表明 每 个 4 均 是 拉 于 方 . 
再 证 当 1<se<Fsse 一 1 时 ,4- 和 4r 正 交 . 因 若 有 方 阵 的 两 
个 位 置 G, 力 和 人 ,7') ,使 得 
(Cap sat ) = (a ,a ) 
则 a 多 二 a 他， a 二 a 办 , 即 
ad 十 本 一 0 二 Gi 
人 2 十 本 一 和 ri 十 全 
于 是 (a 一 4a)a 二 (a 一 ar)ai, 机 ee 天 和 可 知 mW 天 ar 从 而 = 二 a'， 
即 i 六. 并 且 多 有 a 二 aj; 即 j= .这 就 表示 刀 , 让 和 和 (i' ,六 ?是 
方 阵 的 同一 位 置 . 即 4. 和 A 是 正 交 的 .对 任意 1 生 e< ssq 一 
1) 从 而 如 上 定义 的 4 4,… 4- 是 完备 的 4 阶 正 交 拉 于 方 
组 . 
例 取 9 一 4. 丰 一 {ao 一 0 四 一 1,a: 一 wy 一 归 一 a 十 1 和 用 定 
理 2. 2. 2 的 证 明 中 所 述 方法 ,可 构 作 出 三 个 彼此 正 交 的 4 阶 拉丁 
» Fd 。 


方 4 ,及 和 A, 其 中 A= Cal) a 二 aa 十 aj(0 寺 ?yj 所 27)， 例如 
对 于 Al: 

好 册 一 和 Go 十 0 一人， ol 一 Go 十 本 一 1 

a =aao 二 a =a, a = 

a =aa 二 tao=1, all=0, a =li+a=a, 

a 二 1 十 站 二 a&. 

a =aasta=a, 4 由 一 4 十 1 一 时 ， a =0, 
4 好 一 a 十 好 一 1 4 如 一 Ga 十 4 一 殖 ， 


a =e+l=a, a=e+a=l1, a =0+e=0. 


从 而 
0 1 a z 
1 0 ww a 
= 2z oe 0 1 
ew a 1 0 
同样 算出 
0 1 a 红 0 1 a 如 
w= “0° 1 1 95| 
re af 1 0 1 0  « 
1 0 a a a oe 0 1 
下 一 个 定理 表明 完备 正 交 拉丁 方 组 和 上 节 所 述 有 限 射 影 平 
面 有 直接 联系 . 


2.2.3 定理 设 w 之 3, 则 存在 有 阶 完 备 正 交 拉丁 方 组 
< 一 存在 ” 阶 射影 平面 

证 明 设 # 为 # 阶 射影 平面 ,! 为 5+ 中 一 条 直线 ,! 上 的 十 
i 个 点 海 P,Poserr Porisi 外 的 (十 a 十 1 一 人 十 1 一 形 个 点 为 
Go 对 于 每 个 点 Pi, 我 们 把 除了 i 之 外 过 PP; 的 其 余 = 条 


日 克昌 


直线 随意 标记 成 1 1 现在 我 们 用 人 表示 直线 AP, 的 标记 . 
于 是 得 到 一 个 只 行 (十 17 列 的 长 方 阵 ， 
A 人 < 

对 于 这 个 长 方 阵 的 任意 油 列 ; 例 如 第 i 列 和 第 j 列 (1 和 1 了 六 j 所 nn 
十 了, 闪 个 数 对 ta va 中 志 [ 必 rn) 是 彼此 不 同 的 . 因 荐 Caw;ay) 一 
Carodr)) dU 站) 则 久 P 二 Pn 的 Pj 二 怨 PP. 从 而 直线 既 过 
P; 又 过 万 .于 是 名 名 一 这 和 怨 ,Q' i 均 不 在 1 上 的 起 定 相 牙 
笑 ， 


将 M 的 涉 个 行 上 下 颖 序 作 适 当 调 整 ( 即 置换 ), 和 总 可 得 到 新 
的 长 方 阵 M' ,其 前 两 列 有 如 下 形式 : 
1 1 


1 字 时 于 四 
1 nn 
2 1 
有 2 


作 寺 


由 于 M' 的 诸 行 只 是 M 中 诸 行 的 一 个 置换 ,从 而 4H' 仍 有 上 述 

性 质 . 现在 把 长 方 阵 M' 后 边 一 1 列 的 每 一 列 中 的 ** 个 元 素 痢 

作成 一 个 # 阶 方 阵 . 办 法 是 :前 = 个 数 为 第 一 列 , 接 下 来 的 = 个 
二 


数 为 第 二 列 ,… ,最 后 个 数 作 第 x 列 . 利用 长 方 阵 时 的 上 述 性 
质 不 难 验证 ;如 此 构 作 出 的 * 一 1 个 和 防 方 阵 是 彼此 正 交 的 拉丁 
方 . 

现在 设 4 ,…:,A,-; 是 彼此 正 交 的 nn 阶 拉丁 方 ， 将 每 个 出 
拉 长 成 一 列 , 然 后 将 这 一 1 列 排 在 一 起 ,再 将 上 面 好 ' 的 前 两 列 
排 在 它们 的 最 左边 ,从 而 得 到 一 个 认 行 人 十 1) 列 的 长 方 阵 季 一 
(ass 生生 天 ,1 入 j) 入 ma 十 1). 这 个 邓 便 有 上 面 好 所 具有 的 性 
质 . 现在 我 们 设想 :对 应 于 本 的 好 个 行 , 我 们 分 别 有 下 个 点 马 :， 
机 ;2 ;此 外 还 有 闪 十 1 个 点 P, 和 Pr, 另 一 方面 ,对 于 每 个 
kiln Tsjssn 十 1)，, 我 们 定义 一 条 直线 ,其 上 的 有 十 1 
个 点 为 卫 各 ta 一 Ts 除了 这 atn 十 1? 条 直线 之 外 ， 
我 们 还 定义 Pl,…*… ,Pw 也 构成 一 条 直线 . 请 读者 利用 长 方 阵 邮 
的 性 质证 明 上 面 构 作 出 一 个 有 芥 射影 平 面 ( 即 验证 射影 平面 的 
二 条 公理 )， 

由 这 个 定理 可 知 , 定 理 2. 1.6 与 定理 2,2, 2 是 等 价 的. 我 们 在 
前 面 说 过 ,Tarry 证 明了 不 存在 一 对 六 阶 的 正 交 拉丁 方 ,从 而 惕 
不 存在 完备 的 六 阶 正 交 拉丁 方 组 . 于 是 不 存在 6 阶 射影 平面 . 我 
们 在 前 面 已 经 具体 给 出 了 一 对 10 阶 的 正 交 拉丁 方 . 但 是 一 个 10 
阶 射影 平面 相当 于 9 个 签 此 正 交 的 10 阶 拉杆 方 ! 由 此 可 见 , 构 作 
10 阶 射影 平面 是 相当 困难 的 . 利用 前 节 的 Bruck 一 Ryser 定理 ， 
知道 对 于 二 14;21,22,*…, 均 不 存在 完备 的 n 阶 正 交 拉丁 方 
组 , 我 们 在 前 面 还 讲 过 , 当 wn 三 2(mod ,mn 这 10 时 , 均 存 在 一 对 
有 阶 正 交 拉 十 方 , 构 作 方法 和 比较 复杂 . 现在 我 们 证 中 ;对 于 n 半 2 
《mod #47 Cn 之 3) 的 情形 ,可 以 很 容易 构 作 出 一 对 n 阶 正 交 拉丁 方 
来 . 


2.3.4 定理 若 存 在 一 对 m 阶 正 交 拉 丁 方 , 也 存在 一 对 有 
= ITF. 


阶 正 变 拉丁 方 , 则 必然 存在 一 对 am 阶 正 交 拉 丁 方 ， 

证 明 构 作 方法 是 利用 方 阵 的 一 种 “ 履 积 ”, 叫 作 Kronecker 
积 . 为 了 避免 使 用 复杂 的 数学 符号 ,我 们 举 一 个 具体 例子 ， 

设 4,4 基 一 对 正 交 的 3 阶 拉丁 方 ,8,B' 为 正 交 的 4 阶 拉 村 
方 . 4 二 Ca 入 1 j 志 3),B 一 (40),1 态 ij 安 4. 我 们 用 4 和 五 构 
作出 一 个 12 阶 方 阵 C, 首 先 我 们 将 它 的 12 行 和 12 列 用 下 面 的 32 
个 标记 来 表示 : 

《ly1?,(1,2), 01,3), 1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), 
C3,1),(3,2), (3,3),(3,4). 而 12 阶 方 阵 忆 中 第 (i, 站 行 和 第 
(2 1) 列 处 的 元 素 为 (a ,5 ). 我 们 规定 ‘a;5)= 二 ta' ,56' ) 是 指 
二 a' 癌 时 25= .由 于 a 有 3 个 取 值 ,5 有 4 个 取 慎 ,从 而 共有 12 个 
元 案 +a,8). 将 方 阵 C 的 第 1 行 和 第 1 列 写 出 则 为 


(LvLy tl.2} Sn) 《1 47 (21 a) 【3 17 (3 43 
CY a a sy CA HL LY CR bi Ye 1 
| (1,2) | fan ta 
CUB) | Ca da 
| C1 ,dy | a 时 
(C2.13 | tast sbir} : 
| CRY | a da + ; 
(2,3) | fan 631) (站 as by) ) 
| C254) | (as ,buys 
《3 1) {Can rr 
(C3527 | taal ,pel ats 
CH) | fan car y+ 
(3,4) [Lian ,bn} 


由 4 和 上 B 均 为 拉丁 方 ,可 知 上 面 方 阵 C 的 第 一 烈 恰好 为 12 个 不 
同 的 元 素 (a,6). 同 理 知 其 余 诸 列 和 诸 行 也 是 如 此 . 从 而 C 为 12 
» 78. 


阶 拉丁 方 . 我 们 再 用 同样 办 法 由 4' 和 B' 构 作出 另 一 个 12 阶 拉 
丁 方 C'. 由 A 与 4' 正 交 和 B 与 B' 正 交 可 以 证 明 C 写 C' 是 正 
交 的 . 


2.2.5 定理 当 % 守 3,n 关 2(mod 4) 时 , 均 存在 一 对 正 交 
的 # 院 拉 丁 方 . 

证 明 设 n 二 2mph…pr 是 的 率 因 子 分 解 式 , 其 中 记 ，*……， 
pb, 是 奇 素 数 .四 二 全 1. 由 m 天 20mod 4) 可 敌 加 一 0 或 者 ou 之 
2. 由 定理 2. 2. 2 可知 当 wa 之 2 时 ,存在 一 对 2" 阶 正 交 拉丁 方 . 并 
县 也 存在 一 对 p* 阶 正 交 拉丁 方志: 所 5). 再 由 定理 2. 2. 4 即 逢 
大 在 一 对 nx 阶 正 交 拉丁 方 . 证 毕 . 

将 定理 2. 2. 5 和 Bose 的 结果 合并 起 来 , 便 知 对 每 个 n 汪 30 
关 6), 均 存在 一 对 正 交 的 # 阶 拉丁 方 .但 是 对 每 个 不 是 索 数 顺 的 
rn, 彼此 正 交 的 # 阶 拉丁 方 最 大 个 数 问 题 是 一 个 未 完全 解决 的 问 
是 . 我 国 数论 学 家 王 元 . 陆 鸣 日 等 人 对 它 的 上 界 曾 作 过 好 的 佑 
计 . 


2.2.6 习 题 

1. 构 必 4 个 彼此 正 交 的 5 阶 拉丁 方 . 

2. 设 上 中 一 ta) 为 9 阶 方 阵 , (i 坊 ij 守 0. 其 中 a 周二 i 十 汪 (mod 9) ,0 坊 a 
< ' 
试问 上 £m (所 8) 当 中 哪些 是 拉丁 方 ?L? 和 荆 中 是 否 正 交 ?L 中 和 上 
是 香 正 交 ? 

3. 若 存 在 = 个 第 此 正 交 的 mm 阶 拉 本 方 , 忆 存在 5 十 能 此 正 交 的 * 阶 拉丁 
方 , 财 必 存在 minkta, 玖 个 彼此 正 交 的 mm 除 拉 丁 方 . 其 中 minka 光 ) 表 示 
a 和 上 8 当中 最 小 的 数 . 

+ 7 


§ 2.3 区 组 设计 


假设 某 种 农作物 的 栽培 依 玉 于 上 个 因素 (水 份 , 土 壤 , 肥料 ， 
…), 每 个 因 当 有 wv 种 选择 ,我 们 想 研究 各 种 因素 对 农作物 生长 
的 影响 . 如 有 果 将 各 种 因素 的 各 种 选择 均 试 验 一 次 ,就 需要 试验 小 
次 ,这 个 数目 往往 太 大 ,所 以 通常 要 求 设计 一 些 试验 次 数 5 较 小 
的 方案 ,使 得 各 种 因素 均衡 地 组 合 ,以 看 出 各 种 因素 的 影响 和 它 
们 之 间 的 相互 影响 . 上 节 的 正 交 拉丁 方 可 用 来 设计 这 种 试验 方 
案 , 而 多 数 试 验方 案 是 昔 助 于 下 面 的 组 合 构图 . 


2.3.1 定 光 设 外 = {zw} 是 一 个 v 元 集合 ,区 ;,…: 
式 , 是 多 的 5 个 不 同 的 子 集 , 称 这 上 5 个子 集 组 成 一 个 参数 为 (5， 
v 此,r) 的 组 合 构图 ,是 指 满足 以 下 两 个 条 件 ( 今 后 用 151 表 示 集 
合 5 中 元 素 个 数 )， 

(1) 1 一 AI<i<sb)， 即 每 个 成 都 是 上 元 子 集 . 

{2) 每 个 z, 都 愉 好 在 rr 个 马 之 中 (1 扫 ; 雪 吕 ). 

每 个 子 集 XX; 叫 作 是 一 个 区 组 (Block) ,每 个 元 素 xz; 叫 作 是 
一 个 品种 (Variety). 

出 于 每 个 区 组 均 有 个 品种 ,从 而 5 个 区 组 臣 ),…, 臣 , 中 一 
共 包 会 耻 个 品种 .但 是 区 欧 v 个 品种 之 中 的 每 个 zx 都 俗 好 在 
Xi 中 出 现 > 次 , 所 以 我 们 得 到 参数 之 间 的 关系 

ur 一 Bk, (1) 

如 果 一 点 从 而 k 王 7 , 则 叫 作 参 数 为 (vo,&) 的 对 称 组 合 构 图 . 


例 设 苞 是 射影 平面 x(CFW) 的 g 十 9 十 1 二 vw 个 点 构成 的 集 
» 站。 


合 , 每 个 点 是 一 个 品种 . 而 每 条 直线 是 一 个 区 组 . 由 于 每 条 直线 
均 色 好 有 gg 十 1 一 上 个 点 ,每 个 点 都 怡 好 在 gq 十 1 二 7 个 直线 上 ,从 
而 这 是 一 个 对 称 的 组 合 构 图 ,参数 为 

疡 一 忆 一 对 十 3 十 1 天 一 庆 一 9 十 1 

我 们 可 以 用 有 限 域 来 构 作 其 他 参数 的 组 合 枸 图 , 办 法 是 采 
用 更 高 维 教 的 射影 空间 . 这 些 射 影 空间 可 以 象 二 维 的 射影 平面 
那样 类 似 地 定义 , 设 n 是 目 然 数 ,F 为 尾 意 的 域 , 考 虚 集 合 

S—={{aoray sa) {GE FI (Cao sd) EO ,0)} 
在 集合 S 中 定 交 一 个 等 价 关 系 : 称 (assay yo) 和 (5 三， 
5 ) 等 价 ;是 指 存在 Er” ;使 得 

ab:—a (0 Na a = a bo s+ 
每 个 等 价 类 记 成 [ao;a，… ,oj. 所 有 这 样 的 等 价 类 组 成 的 集合 
严明 作 域 下 上 的 nx 维 射影 空间 , 当 n==2 时 ,() 就 是 域 下 
上 的 射影 平面 . 

"(CF 户 ) 中 每 个 元 素 [ao sal,…: jj 叫 作 一 个 点 : 当 五 为 有 限 
域 Fe 时 ,集合 S 共有 9 一 1 个 元 素 , 而 每 9 一 1 个 元 穴 形 成 一 个 
等 价 类 ,从 而 严 (P) 中 共有 多 -了 一 中 十 gr 十 … 十 q 十 1 个 点 

考虑 域 尺 上 的 = 一 上 个 方程 (Isk<m 构 成 的 线性 方程 组 ， 

2loTo 十 … 十 drs 一 0 
aaoza 十 … 十 Gantv 一 0， 
Cx) 
人 = 0 
其 中 改 EEROUSin 一 上 0Sj 扩 nn). 并 且 设 这 个 方程 组 当中 的 任 
何 一 个 方程 都 不 是 多 余 的 , 即 都 不 能 由 其 余 x 一 一 1 个 方程 推 
出 来 ,这 样 的 方程 组 叫 作 是 线 性 无 关 的 . 例如 方程 组 


» BI* 


xu 十 Xs 一 洛 ， 
| 2 十 Ts 二 0， 
2.ru 一 ZT 十 计 二 人 0 

不 是 线性 无 关 的 ,因为 将 第 一 个 方程 两 边 滋 以 2 再 分 别 碱 去 第 二 
个 方程 的 两 边 , 便 得 到 第 三 个 方程 ,所 以 它 相 当 于 前 两 个 方程 组 
成 的 方程 组 , 即 第 三 个 方程 是 多 余 的 . 

现在 说 (! 3 ) 是 线性 无 天 的 方程 组 . 若 (roo…yzo 蚌 它 在 域 
下 中 的 一 组 解 ; 则 对 每 个 EF', 易 知 az 一 (azoy 
az 也是 C++ ) 的 一 组 解 , 从 和 辜 可 以 谈 射 影 空间 户 ( 下 中 的 点 Lzo， 
,x 是 方程 组 Cx ) 的 解 ( 其 中 zo,*… ,zx 不 全 为 零 ). 由 于 {zo， 
sx) 共有 十 1 个 分 量 , 即 有 十 1 个 自由 度 ( 或 叫 维 数 ). 加 了 
一 个 等 价 条 件 之 后 变 成 [xo,… ,x,], 从 而 射影 空间 PCF}) 有 (mn 
十 1 一 1 二 nn 个 自由 度 ( 这 就 是 为 什么 称 作 wn 维 射影 空间 ). 如 果 
[zo ,zj 又 是 线性 无 关 的 方程 组 (x ?的 解 , 由 于 这 个 方程 组 
对 解答 出 n 一 二 个 限制 ,所 以 解 的 自由 度 为 n 一 《x 一 科 二 因此， 
我 们 把 由 ”一 和 个 方程 给 成 的 线性 无 关 方程 组 (* ) 在 严 (F) 中 
的 全 部 解 [xo，… ,z+1j 和 构成 的 集合 , 叫 作 PCF) 的 一 个 习 维 线性 
和 馈 ， 

设 下 为 有 限 域 F. 先 将 (* ) 看 成 是 

7 一 (to yn | = 

上 的 方程 组 . 由 于 7 是 nn 十 1 维 的 ,从 而 方程 组 Cx }) 的 和 解 是 Cn 十 
1 一 (rn 一 衣 ) 二 上 十 1 维 的 , 所 以 非 零 解 共有 9+' 一 1 个 .每 gq 一 1 个 
解 组 成 一 个 等 价 类 , 因此 ,n 维 射影 空间 疡 CF,) 中 每 个 上 维 线性 


簇 均 有 入 一 一 4 十 4 十 …g 十 1 个 点 ， 
为 了 书写 方便 ,我 们 引入 记号 


L9 一 《人 一] gg gg gD En), 
LJ SB2» 


[站 -= 
& [ej 
利用 简单 的 钱 性 代数 知识 ,可 丰 证 明 ， 
() 维 射影 空间 产 (Fi) 的 每 个 点 均 恰好 在 | ，] 个 维 线 
性 艇 之 中 . 
(C2) PF 中 一 共有 [2 | 个 & 维 线性 艇 , 因此 ,车 把 


严 (Fo) 中 的 每 个 点 看 作 是 一 个 品种 ,把 它 的 每 个 ! 维 线性 艇 看 
作 是 一 个 区 组 . 由 上 面 的 计数 即 知 我 们 对 每 个 1 所 1 所 n, 给 出 一 


，、，，_ [fa 十 1 加 
个 组 合 构图 ,其 参数 为 一 | | 《2 维 线性 匀 个 数 ),， 一 


| 的 个 娄 ) ,=[ ] 一 2 (每 个 线性 


1 g—1 
秘 中 的 点 数 ).r 一 此 一 | ”| (包含 菜 个 点 的 大 维 线性 簇 个 数 》 


射影 空间 (所 ) 中 的 每 个 点 Laosas*… ,a 是 一 个 0 维 线 性 
艇 ,因为 它 是 = 个 线性 无 关 方 程 
Ci0 一 区 = UY 


GTo 一 cott = 0, 


GT 一 Cn 一 0 
的 全 部 解 . 现在 我 们 还 可 以 构 作 更 一 般 的 设计 方案 . 设 0 志 ms<! 
<n, 我 们 用 X 表示 疡 CF,) 中 所 有 mm 维 线性 簇 构 成 的 集合 ,每 个 
m 维 线 性 得 是 一 个 品种 . 而 PCF,) 中 每 个 /1 维 线 性 艇 看 作 是 一 
个 区 组 X;, 注 意 ,这 时 我 们 不 是 把 X 看 作 是 PCF,) 中 的 点 组 成 
的 集合 ,而 是 把 艺 看 成 是 XX 的 子 集 , 即 看 成 是 由 包含 在 芭 ; 中 
的 所 有 m 维 线性 艇 构成 的 集合 . 利用 线性 代数 可 以 证 明 这 样 也 
主轴 了 > 


构成 一 个 组 合 构图 ,其 参数 为 


天 -全 
[| (天 () 中 上 维 线 性 得 个 数 )， 


"| <P(F) 中 zm 维 蛮 性 族 个 数 )， 


a-[ | (每 个 / 维 线 性 艇 包含 的 上 维 线性 艇 个 数 ). 


”| (包含 一 个 固定 的 不 维 线性 入 的 / 维 线 


性 族 个 数 ). 
. 当 取 区 二 0 时 《 即 品 种 取 成 点 时 ), 就 是 前 面 入 出 的 组 合 构 图 ， 


组 合 构 图 只 是 考虑 了 各 种 因素 的 均衡 选择 , 假如 还 要 考虑 
不 同 因素 之 间 交 丸 影 响 ; 便 有 如 下 的 试验 设计 方案 . 


2.3.2 定义 一 个 参数 为 (5,v,#,r) 的 组 合 构 图 串 作 是 不 
完全 平衡 区 组 设计 (Balanced imcomplete block design, 简 记 为 
BIBD) ,是 指 v 宇 ££ 宇 2, 并 且 对 站 中 尾 意 两 个 不 后 移 品 种 x; 和 
wj; 均 恰好 同时 出 现在 4 个 区 组 下; 之 中 . 

包含 品种 z+, 的 区 组 共有 r 个 ,而 对 于 这 每 个 区 组 ,zx 都 与 区 
组 中 另外 到 一 1 个 品种 共处 于 此 区 组 中 , 另 一 方面 ;对 于 除了 x 
之 外 的 所 有 vw 一 1 个 其 他 品种 ,由 定义 工 恰 好 与 它们 之 中 的 每 一 
个 品种 共处 于 4 个 区 组 中 . 于 是 

六 (下 一 1 一 Ap 一 1) (2) 
由 (2) 式 得) 式 中 的 战 =rw 可 知 ,5 和 7 由 参数 ov,8,4 所 决定 . 
所 以 通常 对 于 BIBD 只 列 出 参数 pn 有,1 当 占 一 am 从 而 天 一 >) 时 ， 
BIBD 也 叫 作 是 对 称 的 . 此 时 (一 1) 一 Av 一 1). 


Sd" 


例 1 今 碾 一 10,1,2, 3 45 6) 一 天 zzo 一 101,3) 而 天 :一 
各 ,十 这 全 1 二 ii3 二 COSEE6) 即 7 个 区 组 为 
一 1013) 大 一 1124) ,X= {235}) ,这 ,二 1346}， 
X= {450} ;Ks = {S61}) ,Ks 16021, 
这 是 一 个 对 称 的 BIBD, 其 参数 为 
bp 二 ov 二 7 了? 个 局 种 ,7 个 区 组 ) 
一 r 一 3{ 每 区 组 有 3 个 品种 ,每 品种 在 3 个 区 组 之 中 ) 
A 二 1 任意 两 个 不 同 品 种 均 怡 好 同时 在 一 个 区 组 之 中 ). 


现在 我 们 用 有 限 域 上 的 射影 空间 来 构 作 BIBD. 

例 2 取 蒜 =F )= 二 户 (F) 为 上 的 射影 平面 ,PCF,) 中 
每 点 为 品种 ,每 条 直线 为 一 个 区 组 . 我 们 知道 由 此 构成 一 个 组 合 
构图 ,参数 为 上 一 np 一 中 十 9 十 1, 关 一 一 9 十 1. 由 于 任意 两 个 不 同 
的 点 均 恰 好 在 一 条 直线 上 ,因此 这 实际 上 是 一 个 BIBD, 其 中 
一 圭 . 

更 一 般 地 ,对 每 个 * 守 2,1 志 1 太 n 一 1, 取 n 维 射影 空间 
户 (F,) 中 的 点 作为 品种 ,每 个 1 维 线 性 舱 作 为 区 组 , 由 前 述 我 们 
知道 这 是 一 个 组 合 构图 ,其 参数 为 


nn 二 1 
| | czo 中 + 维 线性 入 个 数 ) 


"一 二 《PAF 中 点 数 ) 


号 


4 一 | |。 每 个 : 维 线性 能 中 点 数 ) 


=["]| (包含 某 固定 点 的 + 维 线性 能 个 数 ) 


进而 ,对 于 严 (F) 中 任意 两 个 不 同 的 点 尸 一 Laoyo ma] 和 久 
. 585， 


={ bo rls , 必 ] 有 唯一 的 1 维 线性 知 ( 直 线 ) 
PO= (hao sa ) pb sb ) {ApE RF, AOE 不 
间 时 为 0}. 
同时 包含 点 P{ 取 4==1,p= 二 90) 和 点 久 ( 取 4=0,g 一 1). 并 且 一 个 
f 维 线性 簇 同时 包含 点 了 和 @,; 则 必 包 含 直 线 PQ. 而 包含 直线 


FE 的 ， 维 线性 簇 共 有 | ”| 个 . 因此 上 述 组 合 构 图 事实 上 是 


一 个 BIBD, 其 中 4= | |. 


特别 取 1 二 nw 一 1; 即 取 所 有 一 1 维 线 性 艇 作为 区 组 , 便 得 到 
对 称 的 BIBD ,其 参数 为 


5 | -站 | _ 一 1 


n J 1 J 9 一 1 
"=k=| n | =| | = 
并 一 1- 1J。 4 一 1 


开 一 下 好 一 了 -1 一 
“一 [2 -| 1 | -+ 
例 3 ”现在 我 们 改 用 F. 上 的 伪 射 空间 .对 于 n>2,F, 上 的 * 
维 仿 射 空间 是 指 集 合 
ACF)= {a a da) a EF,}. 
于 是 它 共 有 w 个 元 素 ; 每 个 元 案 叫 作 4 CF,) 的 一 个 点 . 满足 
n 一 上 个 线性 无 关 方 程 | 


a 十 :十 jnT, 一 习 ， 
Cay€E F,) 


-aT OD 
的 全 部 点 组 成 的 集合 电 作 如 (Fo 的 一 个 & 维 子 空间 . 可 以 证 明 : 
每 个 不 维 子 空间 有 个 点 , 如 果 职 下 = 二 4(CF,) ,1 stsn 一 1. 每 
浊 局 三 本 


个 点 作为 品种 ,每 个 1 维 子 空间 作为 区 组 . 由 此 可 得 到 一 个 
BIBD ,并 且 利 用 线性 代数 可 以 计算 出 其 参数 为 


sal "| CanCF,) 中 + 维 子 空间 个 数 )， 


vv 二 《CAF 中 点 数 ) 

=| ”| (包含 某 固定 点 的 + 维 子 空间 个 数 )， 

# 一 4 ，_ ，、。 《: 维 子 空间 中 的 点 数 ). 

7 | (包含 两 个 不 同 点 号 和 眉 的 : 维 子 空间 
” ”的 个 数 ). 


利用 有 限 域 上 其 他 几何 ( 辛 几 和 何 ,本 几何 , 正 交 用 何等 ), 还 
可 以 构 作 出 更 多 的 BIBD, 有 兴趣 的 读者 可 参看 万 哲 先 等 著 ¢ 有 
限 几 何 和 区 组 设计 ;一 书 . 


2.3.3 寺 题 
1. 设 区 的 5 个 于 集 站 |,-"… ,XX 构成 一 个 参数 为 (v.80 的 BIBD, 令 ,一 XX 
一 (Xi; 在 正中 的 补 和 集 } 纪 所 i 志 , 求 证 了 :站 也 构成 一 个 BIBD. 
试 计算 这 个 BIBD 的 套数 . 
-说 v>3. 则 参数 为 (5.8, 必 二 (wv,3,1) 的 BIBD 叫 作 一 个 处 阶 的 Steiner 三 


元 系 . 求 证 ,车 存在 v 阶 的 Steiner 三 元 系 , 则 必然 5 二 二 vv 一 1),+ 一 


中 习 


广 (v 一 ,并 且 v= 或 3(mod 6). ( 注 记 ; 早 在 1859 年 ,Reiss 对 于 一 1 


或 3Cmod 6 的 每 个 vv >> 3, 均 构 作 出 5 阶 Steiner 三 元 系 ) 
3. 试 构 作 一 个 具体 的 7 阶 Steiner 三 元 系 . 
4: 试 构 作 一 个 对 称 的 BIEBD ,其 条 数 为 (ok,4) = (13,4,1). 


* B77» 


§ 2. 4 ” 差 集 合 


2.4.1 定义 设 diyds,…* ,dy 是 站 个 整数 .之 2,v 为 正 整 
烤 ,v2. 令 
SS= {dC 一 dl 和 刷 jj 人 局 关 六， 
如果 对 每 个 adl 志 a 筷 v 一 1);5 的 外 健一 1) 个 数 中 均 怡 好 有 4 个 
模 让 同 余 于 a: 就 称 D= ld) di 是 一 个 参数 为 人 ,让 的 
拳 集合 . 
例 1 取 m= 了 7, 下 一 3 一 1,D 一 10:1,3), 加 模 ? 的 意义 下 集 
合 5 为 
S={0—1=6,0—3=4,1—3=5,] 一 0=]1,3 一 0==3， 
3—1=2} 
={6,4;5,1,3,2}，, 
具 市 品 是 一 个 参数 为 (7,3,1) 的 差 集合 . 


2.4.2 定理 DD= {dd ,qd di) 为 参数 Cv,#, 科 的 差 集 合 
<=>X 的 vv 个子 集 吕 ,1 十 D,2 十 襄 , y(tv 一 1) 十 DD 构成 参数 为 
(z 光 , 四 的 对 称 BIBD. 这 里 到 是 个 模 和 wr 同 余 类 所 组 成 的 集合 ， 
而 i 十 DD= 1 十 直人 十 起 )， 

证 明 设 D={qdi,… ,di} 是 参数 (wv,h, 几 的 差 集 合 , 则 每 个 区 
组 DD 十 (01 过 vv 一 1) 均 是 针 二 10,1,…,v 一 1} 的 大 元 子 集 .并且 
每 个 整数 xz( 模 zx) 办 好 在 二 个 区 组 D 十 (4 一 2 忠志 ?所 之 中 
又 对 于 任意 两 个 整数 a 和 ,aesfmod vw). 若 a 和 和 5 同时 在 品 十 
中 , 则 有 71 迁 i 关 j 所 ,使得 4 十 1 二 aydj; 十 ! 寺 5(mod vw), 于 是 
di 一 dj 三 a 一 上 关 0tmod vw). 由 于 了 是 差 集合 ,可 知 共 有 2 个 ,站 

= 局 呈 。 


满足 4d 一 dj 大 a 一 (mod v). 而 对 于 每 组 这 样 的 Qi 让 ,满足 ,十 i 
三 aydfj 十 1? 尘 5(mod wv} 的 i 是 唯一 决定 的 . 因此 a 和 45 同时 在 A 个 
区 组 户 十 7 中, 妈 DD 十 0 过 (所 v0 一 1) 是 参数 (wv,,4) 的 对 称 
BIBD, 反之 ,类似 可 证 , 若 万 十 风 0 委 FE 一 1 是 参数 (人 天 ,和 的 
对 称 BIBD, 则 咏 是 参数 人 悦 光 , 的 差 集合 . 


根据 定理 2. 4.2, 差 集合 相当 于 一 类 特殊 的 对 称 BIBD ,因此 
车 集合 的 要 求 更 强 . 由 定理 2. 4. 2 还 可 知道 , 差 上 集合 的 三 个 参数 
满足 条 件 ;&(k 一 1 一 Am 一 1). 现在 我 们 用 有 了 腿 域 构 作 差 集 合 . 


2. 4.3 定理 当 g 一 时 (p 为 率 数 ,n 宇 1), 则 存在 参数 
为 人 一 (9 十 9 十 1,9 十 1,1) 的 差 集合. 
证 明 取 Fs 中 一 个 本 原 元 素 a, 则 一 4 是 F, 的 本 原 元 
素 (w 二 十 g 十 1). 并 且 Fi 一 人 ao .由 于 a 是 下 [xz] 
中 3 次 不 可 约 包 项 式 的 根 . 从 而 Fa 中 每 个 元 素 w 可 唯一 表 成 
d= 二 a 二 a a€ F.. 
我 们 把 这 个 元 素 记 成 tao ,al,az) ,并且 以 ow 表示 射影 平 了 面 PCF,) 
中 的 点 [ao :vd : 若 
r= oat ha, bE€EF,. 
则 ; 和 ww 是 庆 CF,) 中 同一 个 点 
= [aora sas =— [eo ,pb, 1,6, | 
< 有 PE RF ,使 得 = 名 (=0,1,27. 
寺 访 有 PER = or a) 使 = per 
i mod vo). 
由 此 可 知 ,1,ao yo :就 是 射影 平面 闫 (F,) 中 全 部 v= 二 g: 十 gq 
十 1 个 不 同 的 点 . 
* HO* 


用 荆 表 示 过 点 1=[1,0,0j] 和 点 «=L0,1,0j] 的 直线 ,于 是 上 
由 外 =g 十 1 个 点 组 成 ;从 而 工 = {aat) 其 中 0 和 dv 一 
] ， 我 们 现在 来 证 D= {did ;让 斌 是 参数 为 (w ,上 ,1) 的 差 集 


A 

首先 ; 设 2 和 a 是 PC(F,) 中 两 个 不 同 的 点 ,! 为 过 这 两 点 的 
直线 . 那 末 ! 中 点 都 有 形式 

A + Boer (CABEF ,A 和 BB 不 全 为 零 ). (*#) 
这 是 因为 车 f= Ceorcyce) ya 一 (66611 机) co5EF,, 那 末 当 直线 
tL 是 txo:x Xs)， 妈 由 方程 aozo 十 ai 十 at 一 0 所 定 汉 时 ,网 吧 
名 ww 在 :上 相当 于 说 它们 满足 此 方程 , 踊 
fo 十 -er err: = 0, boxro tt +t bts = 0, 

于 是 ACeoyeiscs2 十 BOB PD) 二 Ae 十 Bai 也 满足 7 的 方程 . 当 
站 和 上 8 不 全 为 零 时 , Aw 十 Ba’ 隆 0 二 C0,0,0). 否则 4w == 一 Be， 
由 于 A,B8EF,, 于 是 « 和 wi 为 户 (F,) 中 同一 点 . 这 与 慨 设 政 盾 . 
所 以 4 和 五 不 全 为 堆 时 ,4a 十 Bu: 为 直线 上 的 点 .A 和 上 B 的 选 
取 扶 有 一 1 个 可 能 . 并 且 当 且 仅 当 (4,B8)==ctA' ,8B') (cEF) 
时 ,4ew 十 Bai 一 etA' gw 十 B' oe) 才 和 A'w 十 B' oi 表示 同一 个 点 ， 
因此 《 * ) 式 共 给 出 直线 1 上 所 圭一 g 十 1 个 不 同 的 点 . 从而 C* ) 
给 出 了 直线 ! 的 全 部 点 . 

现在 , 达 是 由 1 和 = 两 个 点 决定 的 直线 ,从 而 工 中 点 表示 成 
A 二 TBa(tA,BEF,,A 和 BB 不 全 沟 零 ), 闭 末 对 每 个 0 志 j7 夺 wv 一 1] or 
和 ew 是 两 个 不 同 的 点 ,它们 决定 直线 中 的 点 表示 成 Aa 十 
Be! 一 w( 有 4 十 Ba), 即 工 中 每 个 点 冬 以 于 . 因此 

Ci 一 Te|yE 人 一 1 iO 1) 
也 都 是 直线 . 我 们 现在 来 证 明 这 vw 条 直线 erto<s FE 一 1 两 两 
不 同 . 

面 二 从 


我 们 以 > 表示 满足 w 工 = 工 的 最 小 正 整数 . 用 除法 算式 可 
知 , 对 每 个 整数 me 工 一 工 生 72, 由 于 对 每 个 点 P,wP==P( 是 
射影 平面 PCF,) 中 同一 个 点 ,于 是 x 上 上 == 工 (因为 将 工 的 每 
点 不 变 , 当 然 糙 工 变 成 L). 于 是 rlv. 另 一 方面 ,对 工 中 每 个 点 
Pp， 

(oP 一 Pe Ct F’ >v|, 
从 而 使 (ta) P==P 的 最 小 正 刺 数 4 即 为 满足 vr 的 最 小 正 整 数 
,而 后 者 与 点 PP 无关, 这 就 表明 对 于 工 中 每 个 点 P, 都 给 出 工 
中 2 个 不 同 的 点 已 ,orPozP ao rp 如 果 世 中 还 有 点 驴 , 那 
来 又 得 到 工 中 另外 4 个 点 人 @,;w@,"…,an-0'Q. 于 是 工 中 总 点 数 
业 一 9 十 43 是 1 的 倍数 . 由 此 可 知 "| 入 | 各 .但 是 一 人 十 sg 十 1 和 大 一 
9g 十 1 互 素 ,这 表明 vl|r. 由 上 面 已 证 rlv, 从 而 += 二 vw 根据 x 的 定 
义 便 知 工 ,aL ,we 工 ,… ,a tL 是 射影 平面 PCF,) 中 vw 个 不 辣 的 直 
线 . 由 于 严 (F) 中 共有 阅 条 直线 ,从 而 
oiL— {onti, oti, se. ,otti) (0< Js 一 1 
便 是 PCF,) 中 全 部 直线 . 由 上 节 的 闽 2, 它 们 构成 参数 为 (wy 天 ,1) 
的 对 称 BIBD. 改 用 元 案 的 指数 (看 作 模 wv 的 整数 ), 便 知 
D+tj= {dj dj d+ CO jp 一 1 

是 参数 为 (1) 的 对 称 BIBD. 再 由 定理 2. 4. 2 就 知 DD 一 {4， 
des di) 是 参数 (wv,*， 1 的 差 集合 . 


例 2 在 定理 2. 4， 3 中 取 g= 二 3, 则 二 13; 玄 二 4. 职 户 [x 中 
二 次 本 原 多 项 式 z* 十 27 十 1, 令 a 为 它 的 一 个 根 . 则 Fs; 二 F(a)， 
cz 一 4 十 2 而 天 2 中 所 有 元 率 为 


] = 001},， co 一 (1117， 2 一 (1027， 
他 一式 人 1) ， 2 一 《1227)， 2 一 (002) 一 一 1， 
r= (100), oo (202), 嫩 "一 一 0 


- 9 。 


oa = (gt2)， o 一 《011)， 

oat 一 (120) ， an 一 (110)， 

一 (212) ， oil 一 (112)， as=—a?, 
可 取 ww (0 所 ?12) 为 PCF,) 中 13 个 点 .由 点 1 和 a 决定 的 直线 工 
上 共有 4 个 点 ,它们 是 

l, a«, 1+a=(011})=e 和 1—&«= (02]1)=—e, 
而 在 疡 (Fw) 中 一 Ww 和 ww 是 同一 个 点 .于 是 LL={1sa,w ,a ). 即 也 
一 {0,1,3;9) 是 以 Cv,, 宙 0 二 (13,4,1) 为 参数 的 差 集 合 . 

将 定理 2. 4. 3 加 以 推广 , 即 用 一 般 的 n 维 射 影 空间 疡 CF,) 代 

替 PCF,) ,用 PCF 中 一 1 维 线性 簇 ( 叫 作 超 平面 ) 代 痊 Pr(F,) 
中 的 一 维 线性 艇 ( 即 直 线 ) , 便 得 到 如 下 的 著名 结果 


2.4.4 定理 (Singer,1938). 设 g=p",n 庆 2. 则 存在 参数 
(wk 办 =[ 守 二 ,人 , 竺 二 的 差 集合 
证 明 取 严 中 一 个 本 原 元 素 w, 则 亚 " + 中 元 素 为 
g 一 二 好 十 Co tTa— (Goa ya) EF, 
(0Ossiss 一 2). 与 定理 2, 4. 3( 即 x==2 的 情形 ) 一 样 证 明 ; 可 以 
用 1,a,… a! 来 表示 n 维 射影 空间 疡 CF) 的 v 个 点 . 由 其 中 点 
lay 1! 决定 一 个 超 平 面 
K ={[ao a sa EPCF,) |a,—=0) 
二 a 十 qzar 十 … 十 a 
(EE Fa "no 不 全 为 零 ) 
由 此 即 知 “天 CO0<7So 一 1) 也 都 是 杞 (PR) 的 超 平 面 . 并 且 可 象 
定理 2, 4. 3 一 样 证 明 它们 是 两 两 不 同 的 . 从 而 为 严 (P ) 中 全 部 
个 超 平 面 .- 由 第 2. 3 节 例 2 的 最 后 所 述 ,aiK(0& jv 一 1) 是 参数 
为 (PK 加 的 对 称 BIBD. 令 到 一 (om ,… ,a } (ld; 是 模 vwv 的 整数 )， 
* D7 * 


则 wi 一 {jv 一 413), 由 定理 2. 4. 2 即 知 Len ， 
,di} 是 参数 为 (wv ,A) 的 差 集合 .证 毕 . 

例 3 取 g=2,n 二 3. 我们 在 第 1. 4 节 例 2 中 构 作 了 Fu 一 
(7) ,其 中 7 是 所 的 本 原 元 素 ,7 彤 王 六 十 1. FF% 的 元 案 如 第 1. 4 
节 例 2 所 示 . 户 CF,) 中 由 1,7,7? 决 定 的 超 平 面 共 有 =7 个 元 寻 ， 
它们 是 1,7,7YY,1 十 Y= 二 7 ,1 十 六 二 ,7 二 7 二 7 和 1 十 7 十 站 = 
,从 而 10,1,2.7,9,12,13} 是 参数 为 (vw 大, 匀 0 一 (15,7,3) 的 差 
集合 . 

我 们 在 下 一 节 ( 定 理 2. 5. 6) 中 还 要 给 出 构 作 差 集 合 的 一 种 
方法 . 


2.4.5 习 题 

1 设 万 = {di,d:,… ,di) 是 参数 为 (v0, 上 ,四 的 着 集合 . 求证 ; (1) 对 每 个 j 
EZD+Tj= {di 十 jm yd 十 也 是 同样 估 数 的 关 集 合 ， 
(1 ) 对 每 个 与 v 互 康 的 整数 #4,nD 一 {nd nd} 也 是 同样 参数 的 着 
捍 合 ， 

2 试 构 作 参数 为 全, 一 (31,6,1) 和 (40,13,4)? 的 盖 集 合 . 

3， 设 口 = {diydzs* 直 } 是 参数 为 人, 关 国 的 盖 集 合 ,0 委 可 委 o 一 1. 求证 
五 在 t0, 1 2 一直 中 的 补 集 也 是 模 v 的 差 集合 , 试 计 算 这 个 差 集合 
的 参数 . 


§ 2.5 阿达 玛 方 阵 


2.5.1 定 头 设 五 ,是 = 了 锥 方 阵 
。 03" 


晶 唱 昌明 上 业 兴 基 曙 中 


其 中 每 个 a 等 于 1 或 一 1, 方 阵 中 第 j 行 (a ,04,… 14a) 和 第 i 行 
,1 ye yibn ) HS 内 积 : 指 的 是 实数 


Aandi aas :Taman — Zan 
由 于 6 = 士 1; 从 而 每 行 和 自己 的 内 积 一 定 为 ”总 果 两 行 的 内 
积 为 零 , 称 这 两 行 正 交 . 如 果 旦 , 中 任意 两 个 不 同 的 行 均 正 交 ， 
刚 称 瑟 , 汶 nn 阶 阿 达 玛 (Hadamard ) 阵 ， 

注 记 。 (1》 类 似 地 可 以 定义 百 , 中 两 列 的 内 积 和 正 交 性 . 
利用 线性 代数 可 知 ,阿达 玛 阵 的 任意 两 个 不 同 的 列 也 是 正 交 的 . 
国 为 :由 方 阵 的 乘法 易 知 :五 . 为 阿达 玛 阵 打 全 玉石 :一 2 (其 中 
Hs 表示 五 . 的 转 置 方 阵 , 卫 表示 # 阶 单位 方 阵 ) > HIH. = 
x. 寺 坟 机. 的 任意 两 个 不 同 的 列 正 交 . 

《2) 法国 数学 家 Hadamard 一 个 著名 的 结果 是 说 , 若 暑 是 
n 阶 实 方 阵 ( 妈 元 素 均 为 实数 ), 如 果 每 个 元 率 的 绝对 值 不 超过 
1; 则 4 的 行列 式 的 绝对 值 志 nn7. 如 果 吾 . 是 nn 阶 阿 达 玛 方 阵 ， 
则 五 ,五 . 一 zx 两 边 取 行列 式 知 (detH.):=rr. 于 是 五 , 的 行列 
式 的 绝对 值 等 于 n7. 即 阿 达 玛 阵 是 达到 阿达 玛 上 界 好 的 一 批 方 
阵 ， 

《3) 阿达 玛 方 阵 在 数字 通信 中 有 重要 作用 ,用 来 作 离散 付 
立 叶 分 析 和 快速 计算 ， 


例 ! 最 简单 的 阿达 玛 阵 是 H,=| ! 


+ d= 


由 五 :可 构 作 出 4 阶 阿 达 玛 阵 


四 一- 一 
Cm 


1 
HH, HH; 1 一 1 1 一 ] 
五 : 一 | 1 
1 一 1 一 1] 
一 般 地 , 若 5 是 4 阶 阿达 玛 阵 ; 则 不 难 证 明 
Ha Ha 
Te I — 六 


是 24 阶 阿 达 玛 阵 , 于 是 对 每 个 x 之 1, 均 存在 2" 阶 阿达 玛 阵 ， 


2.5.2 5[| 理 设 #* 字 3, 如果 存在 # 阶 阿达 玛 阵 ,必然 4|n. 
证 明 设 五 ,=(a) 是 阶 阿 达 玛 阵 . 由 于 nn 守 3;a;; 二 士 1， 
前 二 行人 彼此 正 交 ,因此 


2 (a; eri) (AL; 二 3;) 


一 四 
= 2 La Fe st i | G2jG3 
上 本 


一 Da 一 多 

但 是 av 十 ax 和 a 十 a3; 均 为 偶数 . 所 以 上 式 左 边 可 被 4 除 尽 . 因此 
4|n. 证 毕 . 

关于 阿达 玛 阵 的 一 个 著名 猜想 是 : 

对 于 每 个 n 尘 0(mod 4), 均 存在 阶 阿 达 玛 阵 . . 

目前 已 构 作 出 许多 阿达 玛 阵 . 但 是 上 述 猜 想 至 今 未 完全 解 
决 . 

现在 我 们 用 有 限 域 来 宰 作 阿达 玛 阵 ， 


* + 


2.5.3 定义 设 4 为 索 数 竺 ,2tq. 天 中 元 素 a 叫 作 平方 
元 素 , 是 指 存在 PE Fi ,使 得 "一 序 . 否则 ,za 叫 作 下 的 非 平方 元 
素 . 当 9 为 奇 素 数 p 时 ,F; 中 的 平方 元 素 和 非 平方 元 素 就 是 初 
等 数论 中 所 说 的 各 p 二 次 剩余 和 二 次 非 剩余 ， 

设 Y 是 ,的 一 个 本 原 元 素 , 则 F; 中 元 素 为 "CO<a<9 一 
2). 六 7 二 1. 由 于 9g 一 1 为 偶数 , 易 知 ; 

a 一 7 为 F; 中 平方 元 素 <->i 为 偶数 (*) 
于 是 F; 中 共有 25 一个 平方 元 素 , 它 们 是 ;175,77 


而 非 平方 元 素 也 有 4 二 = 个 ,它们 是 :7,7*，-… 797 
对 每 个 a€ Fr? ,定义 函数 
pee) -个 车“ 为 下 中 平方 元 素 . 
1 ”车 «为 F; 中 非 平方 元 素 . 
再 规定 /(0) 二 0. 下 面 是 函数 /的 一 些 性 质 . 


2.5.4 5| 理 设 9 为 奇 素 数 的 方 笑 ， 
(1) 对 a bEF,, f(O FD = F(ab). 
(2) 和 f= 2 f(a)=0. 


只 时 


(3) 设 g 三 3tmod 4)，aE€F，, 则 
Do fee? a) 一 一 二 . 
二 虹 中 


证 明 (1》 当 a 或 5 等 于 0 时 ,0 二 (oF(6)= f(aB) = 了 (00) 
一 0 着 aoER ,由 (* ) 易 知 :两 个 平方 元 素 之 积 或 两 个 非 平方 
元 率 之 积 均 是 平方 元 素 , 而 平方 元 素 和 非 平 方 元 素 之 积 是 非 平 
方 元 素 . 再 由 上 了 了 的 定义 即 知 (ab) 一 (a) 了 (5). 
(2》 这 是 由 于 上 六 0) 一 0, 并 且 Fs 中 有 一 半 是 平方 元 素 , 另 
». 06* 


一 半 是 非 平方 元 素 . 因此 (2) 的 和 式 中 有 同样 多 个 1 和 一 1, 相 加 
询 吕 ， 
{3) 出 于 天 0: 从 而 
fa = fa a) ( 令 cc 一 op) 


=—f(a) Os f(b —1) (由 (1)) 
= Of Df D+ 2 8 一]1) 
SE Re sEF* 
_] 二 ,而 4 一 1 为 奇 教 ， 
-1+ Dp 1). | 由 于 一 1 而 为 奇数 


4 从 而 f( 一 1) 二 一 1 
但 是 2 了 8 一 DD)= 2 fa:—D= > Fe fd-) 
旧 扬 FF 二 - TE - 
= 2 Fd)= 2 Fr DF) 
JEP 二 
=— > fa Do 2 fp 1， 
i | 


业 近 上 


于 是 2 FB—1)=0. 这 就 表明 之 fie)=—1. 


到 
[4 习 F, 


和 2. .与 定理 设 = {a ,ee :7 三 3 mod 4)., 


1 1 1 1 1 
1 一 】 已: 疡 :3 nie Pe 
和 H #1 一 1 Br 一 1 bss ba 


Bn be bs 一 
是 9 十 1 阶 阿 达到 阵 . 其 中 bji= f(a,—a), 
证 明 对 于 1&i<g, 第 1 行 和 第 i 十 1 行 的 内 积 为 
* Qf. 


， ， 

1 f= f(a) =0. 
《因为 当 j= 1 2 时 ,a 一 过 F， 中 所 有 元 素 , 而 了 一 E 时 ai 
一 ea 一 0). 当 1]sr 扫 dg 十 1 时 ,第 上 二 1) 行 和 第 (十 1) 行 的 内 积 
为 

1 bs— ba 2 Bb 

JE 
=1— f(a ad) — f(a—a)+ 2sf aad fa—a). 

由 于 一 Qj; 一 f( 一 1)f(o) 一 一 f(g); 因此 上 式 有 边 为 

1 十 和 fl (atadciaa) 


-1 十 立川 
(注意 :由 于 FF 的 特征 是 奇 素 数 ,2 为 中 中 非 零 元 素 ) 
一 1 十 之 ; FrCcs oa2)， 


一“ 一 [号 2 | 
2 2 


其 中 ae 一 全 天 0. 由 引 理 2. 5. 4 的 C3) 可知 
1 十 of a)=1—-1=0. 


这 就 表明 方 阵 如 ,的 任意 两 个 不 同 的 行 都 是 正 交 的 . 从 而 为 阿 
达 玛 阵 . 证 毕 . 
利用 引 理 2. 5. 4 还 可 以 构 作 差 集合 . 


2.5.6 定理 设 户 为 素数 ,p= 二 3Cmod 4). dd," ,di 是 模 卢 
的 人 全体 二 次 非 剩 余 ， 则 D= {di， sd} 是 基数 为 (Cv,， 由) 二 


| 记 ,所 | 的 差 集合 
证 明 对 每 个 a FF, ; 易 知 当 TAFEVO,—a 时 ， 
+ 有 


4， 若 工 和 x+a 均 为 二 次 非 剩 余 
Cf Or — 1 tf (rta)—1)= 0， 否则 
但 是 x 和 z 十 a 均 为 二 控 非 剩 杂 所 x ,TT 十 4aED 
< 二 万 中 元 素 x 十 a 和 工 的 着 为 a 
因此 集合 品 中 相差 为 a 的 元 素 对 的 个 数 泡 
Mo) 一 二 DDCzrt+)—D) 


4 六 户 ，" 工 天 四， 


过 2 [fxstar)— f(z)— f(rta) +1] 


人 一 
Dj frtar)—( fz) ~ f(a)) 
TEF, mb 


一 《> fra)— fa) tp—2 
TE 


-+2 (z+ 和 ~ CGY) + 一 2? 十 Fa) 十 2 一 2 | 
( 因 为 人 f(z) 一 0) 
-fe 全 )Hp 一 2] (因为 1( 一 0) 一 一 f(a)) 
一 证 (p 一 3) (由 引 理 2. 5. 4 的 (3)). 
于 是 A(a) 二 二 (jp 一 3) 是 与 2 无关 的 常数 . 根据 定义 即 知 p 


为 参数 (v,h, 入 =| p, 刀 ,23 的 差 和 集合 ， 

例 2 在 定理 2.5. 6 中 取 p==11. 由 于 模 11 的 二 次 剩余 为 1， 
2 一 4,3 一 9, 生 一 16 一 5 和 5 一 25 一 3, 从 而 二 次 非 剩余 构成 的 万 
二 12;6,7,8,101} 是 参数 (v,k, 和 = 二 01 :5+2) 的 其 集合 ， 


于 面 定理 可 由 已 知 阿达 玛 阵 构 作 新 的 阿达 玛 隆 . 


es 0 。 


2. 5.7 定理 如 果 存 在 # 阶 和 xm 阶 的 阿达 玛 阵 , 则 也 存 
在 nm 阶 的 阿达 玛 阵 ， 

证 明 设 对 .一 Ca) Oi,j) 和 HH. 一 (aw) (1 Sm) 
分 别 基 = 附和 六 阶 阿达 玛 阵 . 对 于 a 一 士 1, 我 们 以 aH。 表示 将 
豆 。 中 每 个 元 未 乘 以 a 而 得 到 的 m 阶 方 阵 . 请 大 家 验证 ,zwm 阶 


方 阵 
anli, a ad, 
Ada, as dm 
-Ns Co “+ die 
是 阿达 玛 阵 ， 


最 后 我 们 谈 阿 达 玛 阵 和 对 称 BIBD 的 关系 ， 


2.5.8 定理 设 ” 一 此. 则 :存在 = 阶 阿 达 玛 阵 的 充 要 条 件 
是 天 在 参数 (裕一 (村 一 1,21 一 1,t 一 1) 的 BIBD, 

证 明 设 五 .= (aj) 是 一 个 有 阶 阿 达 玛 阵 . 将 已 , 的 某 一 行 
或 其 一 列 变 号 之 后 , 仍 是 阿达 玛 阵 . 所 以 我 们 不 妨 设 太 , 的 第 一 
行 和 第 一 列 的 所 有 元 素 全 是 1. 令 二 {2,3,… ,nn} 为 品种 集合 ， 
点 中 以 下 一 1 个 子 集 作为 区 组 

X= {12 寺 jn = 1} (2), 
我 们 证 明 {多 ;XX XX,}) 是 参数 (Co, 二 (df 一 1,21 一 1,1 一 1) 
的 对 称 BIBD. 首先 , 当 i 或 j 为 I 时 ,ajy=1. 由 于 第 一 行 与 第 ; 行 
正 交 (2<i 夸 nn). 从 而 
0 = 人 aa 一 1 十 》 a. 


站 
于 是 24a 一 一 1. 男 一 方面 , 设 a(2 所 j 扩 nn) 当中 有 上 个 为 1; 则 
* OO" 


另外 # 一 天 一 1 个 为 一 1 于 是 之 mi 一 4 一 Ce 一 上 一 1 一 号 一 ?十 1， 


于 是 一 1 一 职 一 * 十 1,& 一 了 一 1 一 2 一 1 这 就 表明 每 个 区 组 XC2 
< 都 有 天 一 2 一 1 个 唱 种 . 类似 地 ,利用 第 一 列 和 第 了 列 正 
交 (2 扎 j 扎 m) ,可 证 得 每 个 唱 种 均 恰 好 在 天 个 区 组 之 中 . 最 后 设 
i 和 是 两 个 不 同 的 品种 , 即 2 委 ! 天 j 生 m 则 : 

i 和 了 同时 在 区 组 下, 中 < 一 ou 一 4 一 1 设 ; 和 了 同时 出 现 
在 4 个 区 组 XX,(2 扎 hn) 之 中 . 即 有 个 上 值 使 得 a 二 a 二 1， 
由 于 an(2 志 和 过 wn) 中 共有 一 2 一 1 个 为 1; 从 而 对 于 剩 下 的 一 4A 
个 页 值 ,au 一 1 一 一 1， 同样 地 也 有 下 一 六 个 五 值 ,使 ai 一 一 】， 
aij 一 1. 最 后 剩 下 = 一 1 一 26 一 心 一 4 个 上 和 值 , 使 一 av 一 一 1 于 
是 由 第 : 列 和 第 7 了 列 正 区 ,可 知 


一 1 一 Zauou 一 人 一 2( 一 为 十 一 1 一 2 一 惟一 4 
=# 1] 一 4(k— A). 

从 而 4=k 一 计 二 2: 一 1 一 t=t 一 1. 即 任意 两 个 不 同 品 种 均 愉 好 同 
时 出 现在 :一 1 个 区 组 之 中 . 于 是 { 蕊 :Xe 是 参数 (开店 
一 《和 芋 一 1 ,2 一 1 一 1 的 对 称 BIBD. 

反 过 来 , 设 丰 一 {2， 3 为 品种 ， 2 的 区 
一 1 个 子 集 , 并 且 以 处,,…, 区 . 为 区 组 构成 参数 (vw,,1) 一 (入 一 
1 ,2 一 1 一 1) 的 对 称 BIBDCn 一 4 对 于 2<ij<a 念 

a 入 阁 j 了 EX 
" 一 1， 后 了 在 已 

再 令 如 1 一 从 2 一 "一 人 一 0 一 和 一 "一 一 将 上 面 的 证 明 反 
其 道 而 行 之 ,可 证 五 .= 一 (atO 扫 iFi) 是 二 阶 阿达 玛 阵 ， 
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2.5.9 习 题 
1. 试 构 造 32 阶 阿达 否 阵 ， 
2. ”这 构 作 湖 数 (v 卡 , 习 二 09,9,4) 和 (23,11,5) 的 闭 湾 合 . 


§ 2.6 qq 元 序列 


考虑 下 面 的 序列 
CE C= 122021100 122021100 122021100 …** 
序列 中 每 个 数字 是 0,1 或 2. 这 是 周期 为 9 的 序列 ; 即 a 一 a 
(n=0;1;2,"*). 序列 中 任意 9 个 连 继 数字 如 (从 头 开 始 ) 
122021100 或 者 (从 az 开始 )202110012 等 都 叫 作 此 序列 的 一 个 周 
期 节 而 序列 中 任意 连续 两 位 都 叫 它 的 一 个 状态 . 周期 为 9 的 序列 
最 和 雪 有 9 个 不 同 状态 ( 因 为 an 一 QHoanrio ;而 此 序列 前 9 个 状 
态 均 不 相同 :12,22,20,02,21;11,10,00,01, 所 以 恰好 是 由 10， 
1;2} 组 成 的 所 有 可 能 的 状态 ， 
再 考 虚 序列 
aociaz… 一 01011001000011110101100100001111…。…， 
这 是 周期 为 16 的 序列 ,每 位 数字 是 0 或 1. 现在 把 其 中 任意 连续 四 
全 叫 作 一 个 状态 , 则 此 序列 中 出 更 的 16 个 状态 ,0101 ， 1011， 
oiloy1100,…，1ilily ill0,llol,1010 怡 好 是 由 10,1} 组 成 的 所 
有 可 能 的 状态 ! 


2.6.1 定义 设 S 是 上 元 集合 ,0ES. 一 个 & 元 序列 是 指 


* 了 了 02。 


a = Qaida Ed 
通常 这 个 序列 是 无 限 的 . 而 育 限 序列 aoalas'*…*a, 则 等 同 于 无 限 
序列 aoaiaa…as00…- 
* 元 序列 a 叫 作 周期 序列 ,是 指 存在 正 整 数 入 ,后 得 
ty = dnt (n= Ol ,2 ), 1) 
而 满足 此 条 件 的 最 小 正 整 煞 叫 作 至 列 a 的 局 期 ,表示 成 pta). 由 
除法 算式 可 知 , 正 整 数 N 满足 (1) 的 充 要 条 件 是 pla) 1N. 
每 个 满足 ti) 的 也 叫 作 局 期 倍数 . 对 于 每 个 n; aaa * 
orn+poay-1《 即 序列 中 尾音 连 统 p(@) 位 数字 ) 都 叫 序 列 a 的 一 个 周 
期 节 ， 
如 果 a 是 周期 为 扣 (n 尘 1) 的 元 序列 ,并 且 a 中 前 如 个 长 为 
# 的 状态 ， 


Io" * "dn tH 1 条 下 


dr 1d0dP+I a 1d 
两 两 不 同 ,从 而 恰好 是 由 3 中 上 个 元 素 构 成 的 所 有 妨 个 状态 , 
则 a 叫 作 a 级 4 元 MM 序列. 


本 节 开 头 的 两 个 例子 ,分 别 是 2 级 3 元 时 序 列 和 4 级 2 元 M 
序列 . 

MM 序列 一 开始 也 是 以 数学 游戏 的 形式 出 现 的 . 近年 来 , 它 
证 用 于 保密 通讯 中 ,作为 加 密 的 一 种 工具 和 手段 . 原因 是 这 个 序 
列 有 所 谓 “ 的 随机 性 ,从 而 利用 它 可 以 把 原始 信息 有 效 地 掩 益 
起 来 . 男 一 方面 ,M 序列 的 数目 惊人 地 多 , 敌 方 很 难 知 道 用 的 是 
哪 一 个 ,所 以 不 易 破 密 ， 

对 于 周期 序列 < 一 aoal…，, 仿 a a ter ;序列 上 az 叫 作 a 
的 左 平移 序列 . 更 一 般 地 ,对 每 个 20, 令 La 二 qa ,车 a 和 和 
5 均 是 周期 为 己 的 序 序列 . 如 果 Lt a8,0s<<hSP 一 1, 易 知 1*- 场 一 
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a. 这 时 ,我 们 称 a 和 6 是 平移 等 价 的 . 今后 我 们 把 彼此 平移 等 价 和 
周期 序列 看 成 是 同一 个 序列 . 可 以 证 明 ;n 级 点 元 M 序列 前 个 
数 是 
( (全 一 1) 0 HW , 
这 个 数目 的 计算 是 采用 图 论 方 法 ,由 于 本 质 上 没有 用 到 有 限 域 
的 知识 ,此 处 从 略 . 但 由 此 可 见 , 导 序列 的 数目 基 很 委 的 . 由 于 
它 在 通信 技术 中 的 用 处 ,一 个 自然 的 问题 是 :这 些 jy 序列 如 何 
具体 构 作 出 来 ?我 们 又 可 以 利用 有 限 域 ,随手 便 可 得 到 M4 序列 
的 例子 ， 
我 们 用 F;[xj 中 的 多 项 式 1 十 x 十 2x* 以 升 知 的 方式 去 除 1， 

则 有 如 下 的 算式 ; 

1 +2r 十 2xz2 十 0 十 2 十 本 十 十 0 二 x3 十 
l+zx+2r:)1+0+ 0 

1+2z +2r’ 
27 十 x 十 0 
2r 二 27 十 zz? 
27: 二 27 十 必 D 
2 二 2r: 二 + 
2T" 十 0 十 0 
2+* 十 2x’ 十 二 5 
x 十 2 十 0 
rT 十 x 十 227 
+r 十 站 
ze 十 二 十 2z8 
x 十 0 十 人 0 


为 简单 起 见 ,去 掉 x (Gi 一 1,2,…) 而 只 保留 它们 的 系数 , 则 上 面 
的 算式 可 缩写 成 (如 1 十 rz 十 2z2? 缩 写 为 112) ， 
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12202110 
112)100 
112 
210 
221 
220 
221 
200 
221 
120 
112 
110 
11% 
100 


读者 看 到 ,最 后 的 余 式 100 与 开头 已 经 一 样 了 ;所 以 商 式 接 下 来 
义 是 12202110……. 所 以 整个 商 式 便 应 当 为 以 12202110 为 开头 
周期 节 . 周 期 为 7 的 三 元 序列 . 将 此 周期 节 增 加 一 个 0 而 为 
122021100… ,就 成 了 末节 开头 第 一 个 例子 
我 们 再 用 F,[x*]j] 中 的 多 项 式 1 十 + 十 x* (缩写 成 11001) 去 除 
多 项 式 z 十 妇 十 2 缩写 成 0111) ,用 升 蹇 方式 相 除 幅 为 
O00110010001111 
11001011100 
i110d01 
10100 
1001 
1 tbLlI 
11001 
liooon 


* 105* 


1l1001 
10000 
11001 
10014140 
11001 
101l110 
1001 
1110 
L100 
11700 


于 是 得 到 周期 15 的 二 元 序列 . 将 开头 周期 节 010110010001111 
的 连续 有 三 个 0 的 地 方 再 寨 进 一 个 0 之 后 , 变 成 周期 16 的 二 元 序 
列 , 就 是 本 节 开 头 的 第 二 个 例子 . 
设 fw) 二 qo 十 zx 十 十 @ 为 丽 [Lzj 中 过 项 式 ,aoa 天 
0. 我 们 把 多 项 式 
fx) -zx/| 二 | = Taxrt Tr 


叫 作 fz) 的 反 向 多 项 式 . 不 难看 出 :(1) a 为 f(z) 的 根 <>e7? 
为 f(x) 的 根 ( 注 意 ; 由 于 am 天 0, 从 而 0 不 为 f(z) 和 了 C(x) 的 
根 ), (2》 rz 不 可 约 所 全 六 rr 不 可 约 ， 

也 许 读 者 注意 到 ,我 们 刚才 作 除 法 时 重用 的 Ps:[Lzr] 中 网 项 
式 1 十 z 十 2r: 是 本 原 才 项 式 x 十 z 十 2 的 反 向 铸 项 式 , 而 FFLx] 中 
的 1 十 Tz 十 x 也 是 本 原名 项 式 xz! 十 x! 十 1 的 和 挨 疝 多 项 式 . 对 于 任意 
有 限 域 F, 和 F[xj 中 任意 nn 次 本 原 多 项 式 ftx). 用 f(z) 以 升 
壬 方式 去 除 [Lzj 中 任意 次 数 二 sn 的 儿 项 式 gtz) ,得 到 的 商 必 
热 是 周期 ¥' 一 1 的 & 元 序列 ; 在 此 序列 的 周期 节 有 连续 * 一 1 个 0 
的 地 方 再 塞 进 一 个 0, 得 到 的 周期 9 的 序列 一 定 是 = 级 9 元 时 
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序列 1 读者 车 不 相信 ,可 以 自行 验证 . 

现在 我 们 就 来 解释 其 中 的 奥妙 . 也 就 是 要 讲述 如 何 用 有 限 
域 构 作 1 序列. 为 了 把 事情 看 的 更 清楚 ,我们 需要 使 用 一 个 新 
的 代数 结构 一 一 有 限 域 上 的 敌 级 数 环 . 

如 上 所 述 ,我 们 把 元 素 属 于 F, 的 一 个 9g 元 序列 

a = dead dae (ai € F,) 
看 成 是 一 个 无 限 的 “多 项 式 ” 
过 (一 而 十 加 二 十 aa 十 十 如- 妇 十 

这 种 无 限 的 多 项 式 在 数学 上 叫 作 亚 级 数 , 通常 的 多 项 式 ee 十 az 
十 十 wx" 看 成 ao 十 aiz 十 … 十 ar 十 Doc+1 二 Demt 十 从 而 
有 限 序 列 aomas…a 看 成 是 aal…a00…w…. 两 个 种 级 数 


(zt 一 四 十 wz 十 必 一 oz，B(z) 二 十 bz 十 … 二 br 


(2) 

相等 , 当 且 仅 当 对 应 系数 均 相 等 , 即 4 二 6x 二 0,1,…), 所 有 这 
种 麦 级 数组 成 的 集合 表示 成 F,[[xjj. 由 于 每 个 多项式 均 看 成 
帮 级 数 , 所 以 多 项 式 集 合 下 ,[x] 看 成 是 只 [[z]] 的 子 集 . 

但 是 款项 式 集 合 F,[zj 中 是 有 加 法 和 葬 法 的 , 并 且 FF,[z] 对 
于 这 些 运算 形成 环 , 即 满足 定义 1, 2. 1 中 除了 CI. 4) 以 外 网 所 有 
公理 , 现在 也 可 仿照 多 项 式 的 运算 来 定义 竺 级 数 的 运算 . 对 于 
(2) 式 中 的 工 级 数 4(r) 和 吾 (z), 定 六 自 然 的 加 法 

凡 (z BLT)= (Ca 二 i) 二 (a 二 zr 二 Cos db) re 二: 


一 2 Ca 十 总 0 
对 于 乘法 ,也 与 多 项 式 续 法 类 似 ( 即 先 用 分 配 律 ,然后 再 合并 加 
类 项 )， 
A(T}BLT) = a0bo 《ceo5i abo xr (embed 二 abo T+ 
了 从。 


二 co 十 区 十 car 十 * 十 Ca 十 + 
其 中 


=- Dab _ 


可 以 将 儿 项 式 的 情形 一 样 验证 ， 赤 级 数 集 合 FELz]J 对 于 如 此 
定义 的 吉 法 和 圈 法 形成 一 个 (交换 ) 环 , 即 定义 1. 2.1 中 除 三 (1. 
4) 之 外 其 余 公理 均 成 立 . 于 是 Fo[[xj] 叫 作 fF。 上 的 得 级 数 环 ， 
而 多 项 式 环 F[x] 是 它 的 一 个 于 环 .下 [Lz 中 的 减法 自然 为 


4tzr) — B(ZT) = 2) (0 — bz", 


F[xj 和 Fi[[zjj 均 不 是 域 ,定义 1.2. 1 中 的 公理 CT. 4) 不 
成 立 , 也 就 是 说 ,不 是 每 个 非 零 元 素 均 可 道 . 在 一 个 环 中 可 逆 元 
率 仿 多 , 作 除 法 的 自由 性 就 访 大 ,这 个 环 就 意 接 近 于 域 . 在 多 项 
式 环 FeLz] 中 ,多 项 式 Fz) 可 首 的 充 要 条 件 是 f(z) 实际 上 为 
F, 中 非 零 元 察 . 因为 当 FCz)? 的 次 数 关 1 时 ,有 理 冰 数 1/7Cz) 不 
是 多 项 式 , 即 fc 在 了 [zj 中 没有 道 . 所 以 反 [z] 中 的 可 道 元 索 
是 很 少 的 . 有趣 的 是 , 当 我 们 允许 多 项 式 有 无 穷 多 项 , 邑 把 F,[z] 
扩大 成 FLLz]] 之 后 ,FELz]j 中 有 相当 多 的 可 道 元 素 ( 划 下面 
引 理 ). 从 这 个 亏 义 上 讲 ,震级 数 环 中 [Lz]] 让 和 驳 项 式 环 所 [zx] 要 
好 . 


2.5.2 I 理 F.[L[x 了 J 中 元 素 
CT 一 Go 十 下 工 十 和 十 区 和 十 :> 
可 道 的 充 要 条 件 是 ao 天 0( 即 mw 拓 三" )， 
证 明 设 Atz) 可 道 , 则 有 短 级 数 互 (z) 一 如 十 名 z 十 以 
使 得 
l= .ACtr) Br) 
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一 ab 十 faoti tabo) rt aobs ad tt abo}r 十 … (C3) 
于 是 go 二 1, 从 而 am 天 0. 反之 若 mw 天 0, 我 们 可 待定 B(x) 的 所 
有 系数 所 使 得 (3) 式 成 立 . 由 (3) 式 知 
1 一 aop， 
0=ad tT abo = od tab 二 ab = 
—gob, ab 二 ob = 
从 而 可 依次 求 出 、 
t=ag', =a iabos b=—ar mb tabo) se 
"二 a0 bab 1 ab 十 十 od) + 
对 于 加 此 求 出 的 如 (n= 二 0,1,2,) BCT) 二 如 十 二 工 十 如 熙 十 * 显 
然 为 4(z) 的 道 , 即 4(z) 是 P[Lz]] 中 可 道 元 素 , 证 毕 . 
于 是 在 FLLzj 中 我 们 便 有 许 志 可 道 元 . 下 面 例 子 虽 然 简 
单 , 但 是 很 基本 ， 
例 1 1 一 一 为 双 tz] 中 可 道 元 素 . 容易 看 出 


_] . 是 加 3m 曙 届 昌 
1 二 去 lj 二 十 TI 十 x 十 


而 对 于 每 个 次 数 小 于 的 多项式 a 十 qz 十 十 a 1.x!， 
Go 十 0 工 十 十 01! 
1—2" 
一 《ao 十 4 区 十 光 十 Go it )(1 十 下 十 x 十 *…) 
=a 人 Tar 二 1 ar Te 
它 对 应 的 9 元 序列 qoa…as_iaom…as_1… 为 税 期 序列 ,并 且 %x 是 
此 序列 的 周期 倍数 ( 即 周期 为 n 或 n 的 真 因 子 ). 


对 每 个 多 项 式 f(x)ER[z];(0) 关 0( 芭 f(x) 为 F,[[x]] 
中 可 道 元 素 )》, 我 们 在 第 1. 5 节 定 义 了 A(x) 的 局 期 ,pt 站, 即 满 
是 了 CX)|z 一 1 的 最 小 正 整 数 n. 读者 从 下 面 定理 中 可 知 为 什么 
要 采用 “周期 ”这 个 名 字 . 
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2.6.3 定理 设 e=ae…a… 是 9 元 序列 (ae 下 )， 
4(z) 一 Lar 是 对 应 的 特级 数 . 则 


(1) a 为 周期 序列 <>A(z) 可 表 成 真 分 式 4(z) 一 红 25， 
其 中 f(z) gr EF [rl /O00dege (zr) deg f(r), 


2) 车 4(z) 一 恤 于 是 既 约 的 真 分 式 ， , 妈 了 和 8 互 隶 , 则 2 
的 周期 等 于 zz) 的 周期 , 邵 pla)=p( 丫 . 
(3) 各 乒 z) 为 下 1Lzj 中 不 可 的 密 顶 式 , 册 对 每 个 g(x)E 


Flxj gtr 0 dege< degf 4rr) 一 2 对 应 的 拳 列 e 均 是 周 


期 为 请 六 的 元 序列 .如 果 degr 一 >, 则 ea 的 周期 为 中 一 1 的 因 
子 .并且 a 的 周期 为 go 一 1 的 充 要 条 忻 是 cr'f(z) 为 nn 次 本 原名 项 
式 , 这 里 6 为 fx) 的 首 项 系数 . 
证 明 设 序 列 e 的 周期 为 着, 刚 
4 一 加 十 4 十 … 十 ae 和 十 aom 十 可 十 必 十 
Cran-1 十， 
一 二 二 
于 是 (1 一 Xz)A(r)=ACT)— AC =oar 二 十 a_i 
从 而 
do 十 QI 十 十! 
二 一 < 


为 真 分 式 ,反之 车 4(z) 一 如 2 是 真 分 式 ,并 且 A(0) 关 0. 令 二 


Pl 是 的 同期 , 则 (x)11 一 x". 于 是 有 有 C(x) EF[x]j, 使 得 凯 
一 1] 一 x*. 于 是 


ACT)= 


Atzy = et) 


时 1iD* 


由 degg<<degr 可 知 degg (rntr) deg/f (CTIN(rT) = deg (il-x") 
二 nn, 从 而 sg CT 有 r= 二 ao 十 a1f 十 十 0_12x”', 于 是 由 酌 1 即 知 
Atz) 是 周期 序列 . 并 且 周 期 为 n= pt 让 的 因子 . 

(2) 车 4(z) 一 终 2? 为 既 约 真 分 式 . 记 na 一 记 e). 由 (1) 的 
证 明知 = 产 户 . 男 一 方面 ,又 有 

Atlx ) 一 了 CZ) degh(r) en 于 是 余生 = 下 ;从 而 f(z)| 
gLXIC1— ey 辣 于 了 和 g 互 来 ， 因此 xz) 11 一 有 "从 而 pC 让 | 
并 . 也 以 pi DD =n= pla), 

‘3) 我 们 知道 :FLzj 中 次 不 可 约 密 项 式 的 周期 均 为 人 
一 1 的 因子 ,并 且 周 期 为 9 一 1 的 充 要 条 件 是 CoL7Fz) 为 本 原 堵 
项 式 (A(x) 梯 以 Cs' 只 是 为 了 作成 首 1 多 项 式 ), 所 以 由 (2) 立 刻 
推出 (3). 


例 2 令 g= 二 2,1 十 A111 十 fT 十 x 十 EEF[xz]. Atxr) = 
二 由 于 分 子 分 母 的 最 太公 因子 为 1 十 x,; 从 而 将 


4(z) 化 成 既 约 真 分 式 TH 二, 注意 1 十 zx’ 十 zt 是 [x] 中 本 


原 包 项 式 . 所 以 A(x) 对 应 的 二 元 序列 e 周 期 为 15. 


4(z) 一 全 1 ,这 时 分 母 的 常数 项 为 1, 由 于 cr/ 和 了 的 周期 
相同 ,所 以 今后 我 们 总 根 定 Fr 的 常数 项 为 1, 即 FrK07 一 1. 这 
时 7Cz) 一 1 十 cz 十 … 十 cz 丽 它 的 反 向 老 项 式 为 首 1 多 项 式 
于 (z) 一 十 1 十 十 co 易 知 :Frz) 不 可 约 生 全 六 xz 不 可 约 . 
并 且 定 理 2. 6. 3 的 (3) 中 所 述 条 件 cr) 本 原 相 当 于 说 产 x) 本 
131。 


2. 6.4 定理 设 FGr)ygtz)EE[zr]r0) 一 1degr 太 一 > 
degg tz} ,g(rT) 0. A(z) 一 分 各 对 应 于 4 元 周期 序列 4 二 ava 
下 我 们 把 a 中 每 相 邻 位 dirt 1 叫 作 & 的 
一 个 状态 . 则 

《1)》 ea 的 前 五 个 状态 

Ed (=0;1,+*** PP—1) 
是 彼此 不 同 的 . 

(2) 车 六 7z) 为 F[x1 中 次 本 原 多 项 式 .将 a 的 一 个 周期 
节 ( 首 尾 相 接 ) 中 某 个 连续 n 一 1 个 0 的 地 方 再 添加 一 个 0, 得 到 的 
周期 为 的 序列 必 为 n 级 9g 元 MM 序列 . 

证 明 (1) 设 f(x)=1 十 cz 十 “十 cnr， 

gCTI=BboThr 二 二 bn!, 
cerpb);CEF,, cn 无从. 
则 bothzrt th 
=gtT)= f(r 二 ww 底 十 :十 a 十 **》 
二 《1 十 cf 十 cer 二 下 十 CT Cw 十 工 十 十 Qn 十 恒 :) 
一 ow 十 Caori 十 41)Zz 十 (Gocs 二 Qc 十 Qa2)2 十 * 
十 (aoci 二 Csi2 十 :十 dy-s0 十 Qn_1)T" 
二 (aoc ac i 二 十 Qi 十 @.72 十 
由 此 得 到 =，， 
d= dcr+ 
dz = 一 《or 十 aiel]y {44) 


dn 1 = 1 OO (ocs-1 二 coz 十 二 zc). 
" lil2* 


而 当 #z 节 0 时 ， 

Ga 上 1i 一 一 《Cn 十 三 +1ce 一 1 十 二 asti_1c2: (5D) 
这 吉明 当 i 六 人 时 an+i 由 它 前 面 的 可 个 数字 antil1 ti 
al 上 所 决定 , 换 蚀 话说 ,由 每 个 状态 gairirmaetri_! 决 定 此 状态 
后 而 的 数 衬 人 十 i 

如 果 a 的 前 PP 个 状态 当中 有 两 个 相同 , 即 有 0<Si<j 所 P 一 1， 

使 得 
dil 一 dA 

由 (5) 式 可 知 ii 一 Ci 于 是 Gi rn = 1 由 
“5) 式 又 有 dint] 王 本 jn 二 1" 如 此 下 去 可 知 对 每 个 20 光 有 性 站 一 
4i+4s Bh 

it 《 当 ki 时 ?>. 《站 > 
由 于 ae 是 周期 序列 ,可知 56) 式 对 一 一 0 1 一 1 也 成 立 ， 这 表明 
7 一 是 序列 (6) 的 周期 倍数 .于 是 Plj 一 i,0<j 一 夺 P 一 1]<<P， 
这 就 导致 革 盾 , 从 而 a 的 前 PP 个 状态 彼此 不 同 . 

(2) 车 了 (zx) 为 FL[z] 中 本 原 多 项 式 , 则 当 g(xz) 关 0， 
degg (zx)<n 时 ,ACz) 一 避 失 对 应 的 序列 a 具有 周期 一 1( 即 
了 (2) 的 周期 ). 从 而 a 的 前 一 1 个 状态 

dd) (0 — 2) 
彼此 不 同 . 但 是 这 个 序列 a 中 不 会 有 全 0 状态 00…0tn 个 0)5 因 否 
则 由 (5) 式 知 g 必 为 全 零 序列 ;于 是 g(x) = 二 0.) 于 是 a 的 前 了 一 1 
个 状态 就 是 由 9 个 元 素 作 成 的 所 有 可 能 非 替 状态, 如 果 按 (2) 中 
所 述 办 法 再 加 上 一 个 0( 注 意 a 中 必 有 状态 0…05(5 入 所 *), 从 而 周 
期 节 中 共有 一 1 个 地 方 有 连续 = 一 1 个 0), 则 周期 节 中 有 个 元 
率 , 而 前 9 个 状态 恰好 为 由 F, 中 人 个 元 素 组 成 的 所 有 可 能 状 
态 . 于 是 得 到 了 ”级 4 元 时 序列 .证 毕 . 
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到 此 为 止 我 们 完全 解 开 了 本 节 开 始 时 所 说 的 奥妙 , 即 用 
FLzx] 中 一 个 n 次 本 原 多 项 式 的 反 向 多 项 式 以 升 禹 方法 去 除 任 
意 一 个 次 数 小 的 非 零 多 项 式 , 所 得 序列 在 适当 地 方 加 入 一 个 0 之 
后 , 便 得 到 一 个 nx 级 9g 元 叶 MH 序列 . 


2. 关 .5 定妆 设 了 z=1 二 cz 十 cr 读 F [zx];c3A0. 
则 潢 足 (5) 式 的 g 元 周期 序列 叫 作 级 线性 递归 序列 . 而 f(r 由 


作 此 线性 递归 序列 的 生成 多 项 式 . 


昌 是 


今后 ,用 SC) 表示 以 A(z) 为 生成 多 项 式 的 所 有 周期 序列 
组 成 的 集合 . 这 些 序列 一 一 对 应 于 真 分 式 儿 2 一 4(z) ,其 中 


8 的 次 数 小 于 fx) 的 次 数 x. 从 而 共有 下 个 glx). 于 是 5 
《四 中 共有 个 序列 (x 二 deg 门 .给 了 glx) 之 后 ,用 升 堆 除法 可 
得 到 a, 即 aoya a:… 由 (4) 和 (5) 式 求 出 .反之 ,给 了 SC 让 中 
的 序列 a 二 ooar***, 那 末 g (x) 一刀 十 如 x 十 十 5_1x"! 的 诸 系 数 
可 以 用 as 的 前 ”位 求 出 ,因为 由 (4? 式 我 们 有 

Po = As 

二 一 Gocl 十 Ci， 

bs = docs aie 十 a ， 


,1 一 Gocu-1 十 Gacs-3 十 hii i 
但 是 ,SC 广 中 个 序列 可 能 有 一 些 是 彼此 平移 等 价 的 . 如 
漂 4 盖 sai… 为 3( 方 中 序 列 , 那 末 , 它 的 左 平移 序列 过 ea 一 aa 
是 否 也 属于 SCA? 下 面 定理 给 出 肯定 的 答案 . 


2. 6.6 定理 设 f(c) EF[z],degf/ 一 n,f(0) 一 1. a 是 


St 六 中 序列 (周期 汶 P) ,对 应 短 级 数 为 色 24. 对 每 个 N ,0 志和 N 


* 1ili4d* 


之 PP 一 1 , 若 册 [cegfz) 表示 除法 算式 
rT gr fr tr degrtr)<n=degf C(x), 
得 到 的 余 式 rr(z), 则 ”a 二 awaw+i* 对 应 的 刁 级 数 为 
[zg Ar 从 而 L* a 也 属于 SC), 
证 明 设 
[a gor /T=b rt 二 7) 
这 是 5 让 中 周期 序列 ,由 于 
[xr "gCr) /Tf Cx) 


Ng gr f(r) pp wg) 
(x) = fx) UT) 


二 x (G0 二 十 二 二) 一 g(x) 
因为 gz) 为 FLxj] 中 专项 式 , 由 (7) 式 知 当 degg(z) 时 ,ae 一 
bp-w+in: 即 对 充分 大 的 ,5 二 qiw_p 二 qstw: 由 于 ob… 和 qoas*… 
都 是 周期 疗 列 ,所 以 对 每 个 N20， 均 有 b= dtrN: 于 是 br: = 
avwaxvi… 一 工 &, 这 就 证 明了 定理 2. 6. 6. 

由 上 述 定 理 可 知 ,5( 记 中 每 个 周期 序列 的 平移 序列 仍 阁 于 
SC. 所 以 SC 中 个 周期 序列 分 成 许多 平移 等 价 类 . 如 果 象 
过 去 那样 ,我 们 把 彼此 平移 等 价 的 序列 看 作 旦 同一 个 序 玛 .于 是 
目 然 提 出 下 面 一 个 基本 问题 ; 

对 于 给 定 的 nn 以 多 项 式 f(T) EPErj,A0)=1,5( 让 中 2 
个 序列 共 分 成 多 少 平 移 等 价 类 ?每 个 等 价 类 的 周期 是 多 少 ? 

首先 ,对 于 每 个 f(r),SC 让 中 必 有 全 零 序列 (对 应 
O07fCz));: 它 的 周期 为 1. 其 次 , 若 (z) 为 F[x] 中 次 不 可 约 包 
项 式 , 设 P=p( 门 为 的 周期 , 则 PP 为 yg 一 1 的 因子 . 并 且 由 定 
理 2. 6. 3 知道 ,St 中 每 个 非 零 序列 的 周期 均 为 P. 从 而 每 P 个 
序列 形成 一 个 平移 等 价 类 ,于 是 5(/) 中 非 零 序列 共有 和 二 + 个 


平移 等 价 类 ,它们 的 周期 均 为 P. 特别 当 (xz) 是 nn 次 本 原 多 项 
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式 时 ,P=q' 一 1. 于 是 $C 让 中 非 零 序列 只 有 一 个 (后 期 为 六 一 
1); 即 SC 六 中 任意 两 个 非 零 序列 均 平移 等 价 ， 

对 于 一 般 的 A(z) ,为 了 弄 清 SC 六 的 周期 特性 ,我 们 引进 如 
下 符 导 ， 


2.6.7 定 多 ”用 {了 } 表 示 周 期 为 PP 的 一 个 序列 的 平移 等 
价 类 , 它 是 由 三 个 序列 构成 的 等 价 类 . 对 每 个 (xz) EF,[z]， 
A 人 0) 二 1,degf 一 12; 如 果 SC 让 中 个 新 列 的 周期 分 别 为 Pl,…**， 
P,, 并 且 周 期 为 Pi; 的 序列 共有 mm; 个 平移 等 价 类 (1 所 iss) ,我 们 
称 SC 的 周期 结构 为 

ZI) = {P+ {PP,). 

显然 PP 十 :十 msP, 二 gq 

我 们 以 只 表示 形 如 mm {Pi) 十 十 jr.{P,} 的 所 有 元 素 构成 
的 集合 ,其 中 mEZ,P, 为 正 整 数 (1<isr). 并 是 在 集合 KR 中 引 
人 和 人 击 法 和 禄 法 . 加 法 为 


Smtp) 4 Do py Dm tp 


而 玩法 定义 为 (用 @ 表 示 乘 法 )， 
{PIO {Ps} = P,P) {LP,, P:]). 
其 中 (CPi,P),[P, ,Ps] 分 别 表示 P 和 PP: 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 
倍数 , 然后 用 分 配 律 定义 只 中 任意 两 个 元 素 的 雪 积 为 


(PmA{P}) Of ef) 
Ft 一] 
一 2 mm (P}O{Q,) 
= 2 Zim P,Q {LP 0,]). 


不 难 验 证 ,RR 对 于 如 上 定义 的 加 法 和 乘法 形成 (交换 ) 环 , 即 满足 
* 116* 


定义 1.3.1 中 除了 CI .4) 以 外 的 所 有 公理 , 这 个 环 中 的 零 元 素 为 
0, 之 元 素 为 11) 
下 面 定理 完全 解决 了 SC 让 的 周期 结构 问题 . 


2.56. 定理 设 fz) 为 R[xj 中 必 深 名 项 式 , 了 (0)==1, 

(1) 如 果 xz) 一 Bt 其 中 gz) 为 下 LELzj 中 软 不 可 
约 名 项 式 ( 于 是 n= 二 m5) ,5b 宇 1,g x) 的 周期 为 e. 设 9 为 率 数 记 的 
大 , 令 4 是 满足 三 5 | 则 SC 让 的 周期 结构 为 

Z( 亡 ={1 十 2 一 :ie lp tiep 

+ eg, ep 

(2) 敬 f(x)= py. "f(x), 其 中 *»f, 为 FF 中 

两 两 互 素 的 多 项 式 , 则 
ZN=20 I OZHNIDO. OLY, 


证 明 (1) SC/) 中 每 个 序列 4 对 应 真 分 式 A(z) 一 个 一 
h(x) 


2 . 将 它 化 为 既 约 真 分 式 则 为 
_ RCT) : 
A(r ry , Ob hb, grytkCr). 


由 于 次 数 小 于 degg(z)* 二 mb' 的 有 cr 共有 gg 个 ,而 其 中 gz) 
IECzr) 的 共有 及 下) 个 ,于 是 以 有 (z 六 为 分 母 的 既 约 真 分 式 共 有 
9” 一 0 ?个 .由 定理 2. 6. 3, 它 们 对 应 序列 的 周期 等 于 gx)* 
的 周期 . 再 由 定理 1. 5. 8,g (rx) 的 周期 为 ep' ,其 中 六 是 满足 pr 
之 2' 的 最 小 整数 

当 5' 二 0 时 ， 4(z) 一 了 对 应 飞人 全 零 序 列 , 对 于 两 期 结构 的 黄 献 
为 !1}. 
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当 5' 二 1 时 ,#' 二 0. 周期 为 e, 共 g" 一 1 个 序列 ,对 于 周期 结 
构 的 贡献 为 和 二 1l!e). 


€ 


当 5' 一 2,3,…y 户 时 ,1' 一 1 序列 的 周期 均 为 ep, 共 有 
2 gm 一 9* 一 gm 一 轨 个 序列 , 对 于 周期 结构 的 贡献 为 


几 


2 人 {ep'}. 
当 忆 一 户 十 1 在 时 ,一 2 序列 的 周期 灼 为 ep: ,共有 


和 


(ge 960) 一 gp 一 9 个 序列 . 对 于 周期 结构 的 贡献 为 


上 各 于 站 十 1 


当 # 二 A 时 ,56' 二 pr! 十 1,…,p',; 对 于 周期 结构 的 贡献 为 


0 (ep .最 后 , 当 #1 = 二 4 十 1 时 ,8' = 二 六 十 1，… sn. 对 周期 
结构 的 贡献 为 入 397- {ep* 中 .将 所 有 贡献 加 在 一 起 , 便 给 出 
S(t 门 的 周期 结构 2 廊 ， 
(2) 不 妨 设 :二 24 用 数学 归纳 法 即 可 证 明 一 般 情 形 ), 即 

设 fr) 一 六 Cr PCz) ,其 中 广 和 天 互 案 , 先 证 每 个 真 分 式 4(z) 
一 用 到 可 唯一 表示 成 

ST) gSI(T) | glT) 

Fz) flx) T ft) ‘8) 
其 中 右边 为 两 个 真 分 式 之 和 和. 这 种 表达 式 的 存在 性 是 由 于 所 和 
户 互 束 , 从 而 有 (zy ,A(z) EF,[z]; 使 得 

hz)fi(x) 十 k(x)fi(x) 一 1. 于 是 


”了 各。 


g(xrIhtr)f (Cr erIRCr) f(r) = gr). {9) 
用 f 除 gx)h(z) 得 到 
ECTIARCTI =g Tr) fz) pr) degpes Cr) degfs (ry, 
删 C9) 式 为 
ECXTI= EATIF TIT Er) , (C10) 
其 中 Eg1tX)=gkE— gh 由 degg (x) < degf (x) = deg 二 
degj degEsz 六 <deg 广 + degf:. 可 知 deggifs—deg(g— gf1) < 
deg 放 ff2. 于 是 deggi<deg 广 .将 (107? 式 两 边 除 以 f=. 记 f; 即 得 
(8) 式 ,并 且 学 和 学 均 为 真 分 式 . 
再 证 分 解 式 (8) 的 唯一 性 ; 阁 又 有 
gx) 2&1 g2 
f(r) 十 fF 


其 中 右边 为 两 个 真 分 式 之 和 . 将 此 式 威 去 (8) 式 ,给 出 sz 名 一 


六 
一 生产 全 即 人 :一 8 天 一 一 万 ( pp), 由 于 ( 方 , 疡 ?一 1 从 


而 疡 | 吾 一 gz 但 是 deg (gi 一 go) 过 deg i- 从 而 必然 gi 一 g2: 于 
是 gf 二 gi. 这 就 证 明了 (8) 式 唯一 性 . 

(8) 式 左边 有 个 可 能 ,而 右边 ( 即 degg1<degf/ ,degg; < 
degf; 条 忻 下 ) 也 有 gg 一 gh 一 gr 个 可 能 ,从 而 S01) 中 
序列 a 和 Stf;) 中 序列 a' 相 加 得 出 $C) 中 序列 ,并 和 且 由 此 得 到 
S 六 中 全 部 序列 . (这 里 序列 a 二 way… 和 a!' 一 ataf… 相 加 是 指 序 
列 a 十 a' 的 第 nn 位 为 十 a Cn 二 0,1,2,:…,)). 

设 iP} 是 Z(f) 中 一 个 周期 为 PP 的 序列 平移 等 价 类 ,a 为 其 
中 一 个 序列 .1Q} 是 Z(f;) 中 一 个 周期 为 Q@ 的 平移 等 价 类 ,6 为 
其 中 一 个 序列 . 我 们 证 明 序 列 a 十 5 的 周期 为 [P,QJ( 最 小 公信 
数 ). 这 是 由 于 a 各 & 分 别 对 应 既 约 真 分 式 
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a 型 
人 AAC) 一 Fa + (Tt A 


其 中 启 1A 天 | 大. 由 于 (六 户 ? 一 1 从 而 (及 ,7 一 1 并且 e 和 如 
的 轴 期 分 别 为 已 = 天) 和 已 一 疡 (), 易 诈 
1 


已 经 是 既 约 的 了 (如 果 有 有 [zj 中 某 个 不 可 约 多 项 式 p(x) 除 尽 
分 子 和 和 分母: 不 芒 设 户 (z)| 及 , 则 疡 (z) | 如 谎 . 由 于 (Cf, 让 ) 一 1， 


上 
所 以 pz 站 疡 ,于 是 plx) | gf. 这 就 与 夯 是 既 约 的 相 矛 盾 )， 所 以 


序列 a 十 #8 的 周期 为 站 六 天 ) 一 [PC 关门 一 [PEQ] (定理 
1. 5. 8 的 (4)). 这 就 表明 :!Pi 中 每 个 序列 a 和 {已} 中 每 个 序列 上 
相 如 得 到 SC 让 中 序列 的 周期 为 [P,Q] 的 一 个 序列 . 但 是 CP] 和 
[Qj 中 分 别 且 入 个 序列 .它们 共 给 出 Z( 让 中 PQ 个 序列 ， 


每 个 序列 的 周期 均 为 [P,Q], 从 而 对 Z(. 记 的 贡献 为 二 2 ([P， 


Qj]} = (P,Q){[P,Qj} =[P]O[Q]C( 这 就 是 为 什么 下 中 轿 法 但 
如 此 定义 !). 再 由 分 配 律 , 便 知 2Z( 让 =ZCf)@Z(Cf,) 证 毕 . 


例 3 设 让 z= 十 xz 十 173(x 十 x 十 DEFHzrj. 取 让 = 
Cz 二 工 十 1 让 一 (Tt 十 x 十 1). 由 于 xz: 十 x 十 1 的 周期 为 3. 由 定 
理 2.6. 8 的 (7 可知 

Z01D 一 1 十 二 143) 十 2 二 216) 
一 { 人 + 十 1 全 1 十 24161 士 4112 人 ， 
由 于 因为 本 原 多 项 式 , 从 而 ZCA)= 一 11) 十 115). 于 是 
2 站 一 天 [三 ?的 PVA 
二 1 二 13 十 216} 二 4{121 7 C1) 十 1151) 
二 41 十 \31 十 2{46;1 十 4112} 十 15} 十 {]5} 二 6130! 
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DE 全 1 
12 ' 


12) 


十 12160) 
二 141} 十 13) 十 216} 十 4112}) 十 4 们 5) 十 6130} 十 12 4607. 


2.6.9 习 题 
1.。 一 个 &g 元 座 列 g 王 auawanrmta€E EF 叫 作 拟 周 期 序列 ,是 指 存在 整数 
N 实 0 和 正 息 数 忆 , 使 得 当时 1arrs 一 ,满足 此 条件 的 最 小 整数 
六 各 PP 分 别 叫 作 氢 周 其 序列 a 的 不 第 环 位 数 和 转 期 , ( 当 NN 一 0 时 ,a 即 
为 周期 序列 ). 求证 ， 
17 a 为 拟 周 期 序列 寺 坟 ACT}=ao 十 TT 十 呈 十 而" 十 汪 * 


可 表 成 分 式 


县 《) 


其 中 六 ) rr 后 可 [xz]， 0 天 0 
{2) 世 果 4{z) 一 红 2 为 既 约 分 式 ,AD) 关 0. 则 氢 阁 期 序 剂 a 的 周期 为 
二 的 周期 ,而 2 的 不 短 玉 让 数 为 
N= maxiOdegg tr) — degf (rz) + 11. 
2， 和 糙 作 一 个 2 如 5 元 对 序列 ， 
3 对 于 FL4j] 中 密 项 式 Ar 一 (1 二 zi 十 二 十 2z2 求 光 户 的 周期 结 
构 ZC 让 . 
4， 设 六 T=)Ftx) ,其 中 让 (zr 一 1 十 + 十 Tz? 和 让 (7) 一 1 十 x 鸠 是 
FLz] 中 汶 项 式 ， 
C1) 求证 以 01111 001000011 为 一 个 周期 节 的 二 元 序列 属于 SO. 
(2) 将 上 述 序 列 分 解 成 两 个 序 刑 a 和 #8 之 和 ,使 得 aE SCA) ,bE Stf), 
5， 设 站 7)=(1 十 T 十 X23)?E Fi[x]. 试 间 SC) 中 共有 有 逢 消 个 序 基 的 平 姥 
等 价 类 ?每 个 平移 等 价 类 的 周期 是 客 少 ?对 每 个 平移 等 件 类 构 作 出 其 
中 一 个 序列 来 . 
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$2. 7 g 元 序列 ( 续 ) 


工 节 表 明 ,给 了 F,Lz] 中 一 个 本 项 过 项 式 zx) ,5 让 中 本 
质 上 只 有 一 个 非 零 序列 ( 即 $( 六 中 所 有 非 零 序列 均 筱 此 平移 等 
价 ) ,将 此 非 零 序列 一 个 周期 凶 中 一 1 个 0 相连 的 地 方 增加 一 个 
0, 便 得 到 一 个 级 gq 元 M 序列 ,由 于 周期 节 中 共有 9 一 1 个 地 方 
有 连续 x 一 1 个 0( 它 们 分 别 对 应 于 状态 0 0…0 a,a€E FF ) ,所 以 共 
可 作成 g 一 1 个 MM 序列 ,我 们 在 第 1, 5 节 中 知道 ,ffLzrj] 中 共有 


二 U9 一 山 个 次 本 原 多 项 式 . 因此 用 这 种 方法 共 作 出 
| < 

个 sn 级 gg 元 计 序列 .但 是 我 们 说 过 ,nn 级 g 元 MM 序列 一 共有 
Cg— DI gr 

个 .将 这 两 个 数 相 比较 ,可知 采用 上 和 节 方 法 得 到 的 MM 序列 毕竟 

是 其 中 的 一 小 部 分 . 由 于 MM 序列 的 重要 实用 价值 ,寻求 构 作 邮 

序列 的 其 他 方法 ,是 保密 通信 当中 的 一 个 有 现实 音义 的 研究 课 

题 . 近年 来 ,许多 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 在 这 方面 作 了 很 多 工 

作 , 但 是 本 文 不 打算 深入 介绍 这 些 工作 ,因为 研究 工具 以 图 论 为 

主 , 超 出 了 本 书 的 范围 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 万 哲 先 等 人 所 写 

《 非 线 性 移 位 寄存 器 ;一 书 和 其 他 有 关 文 献 ， 

我 们 继续 讲述 SC 中 的 序列 . 对 于 给 定 的 严 fz] 中 次 多 
项 式 rr)S(D 门 中 的 序列 都 是 线性 递归 序列 , 即 序列 的 每 位 可 
由 它 前 而 的 = 位 线性 地 表达 出 来 ( 即 第 2. 6 节 的 公式 (5)). 这 种 
线性 递归 序列 在 技术 上 用 一 种 叫 作 * 线 性 移 位 寄存 器 ”的 设备 很 
容易 实现 ,这 是 它们 的 一 个 很 大 的 优点 . 

* J22* 


如 果 痰 xz) 是 # 次 本 原 多 项 式 , 则 SC 六 中 的 非 零 序列 还 有 
其 他 好 的 特性 . 不仅 用 它们 来 构 作 4 序列 ,而 这 些 序列 本 身 在 
通信 中 有 许多 其 他 用 途 , 据 以 有 必要 给 它们 起 如 下 的 名 称 


2.7.1 定义 设 产 z) 是 Ptzj 中 呈 次 本 原 多 项 式 , 则 以 
f(x) 为 生成 多 项 式 得 到 的 SC 让 中 (唯一 的 ) 非 零 序列 叫 作 "级 了 
不 史诗 到 

现在 我 们 列举 mr 序列 的 一 些 特性 . 首先 ,n 级 9g 元 m 序列 是 
周期 为 9 一 1 的 序列 , 它 的 连续 人 一 1 个 状态 

人 (Oi 2) 
恰好 是 由 F, 中 元 素 作 成 的 全 部 g" 一 1 个 非 零 状态 , 由 此 出 发 我 
们 柯 以 得 到 


2.7.2 定理 ”(m 序列 元 案 分 布 特性 ) 设 a 是 nn 级 g 元 
m4 序列 

(1) 对 每 个 &,1s 委 Essn 和 FF, 中 任意 不 全 为 窟 的 上 个 元 素 c， 
Cs :cas 在 租 一 个 首 史 相连 的 周期 节 中 共有 J 个 Cl Cs 当 1 
kn 一 1 时 ,共有 9 一 1 个 地 方 有 连续 到 个 0. 但 是 当 Er 时 ， 
不 存在 连续 点 个 0, 当 >n 十 1 时 ,不 兴 在 连续 六 个 g( 对 每 个 gE 
FF ). 

特别 地 ,在 a 的 一 个 周期 节 中 有 gi! 一 1 个 0, 而 对 每 个 gE 
Fi ,共有 gd :个 8 

证 明 ” 设 1 委 Eee ee 为 FF 中 请 个 不 全 为 零 的 元 素 , 在 a 
的 一 个 周期 节 里 ,每 出 现 c…6i, 均 把 它 看 作 是 菜 个 状态 aa 
at 的 前 开 位 . 出 于 以 cer 为 秀 二 位 的 状态 共有 9 “个 . 所 以 
a 的 周期 节 中 es 共 出 现 个 . 当 1 志 和 jn 一 1 时 ,前 下 位 均 
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为 零 的 非 零 状态 共有 “一 1 个 ,所 以 a 的 周期 节 中 共有 gq“ 一 1 
处 出 现 连 续 记 个 0. 而 之 n 时 ,车 a 的 某 处 有 连续 个 0, 由 于 a 
是 nn 级 线性 递归 序列 ,可 知 a 必然 为 全 零 序列 ,但 作为 sm 序列 a 
不 能 为 全 零 序列 ,所 以 当 卡 宕 n 时 ,a 中 不 存在 连续 上 个 0. 同 理 可 
证 当 nn 十 1 时 ,a 中 不 存在 连续 个 g( 对 每 个 gERF ), 和 理 出 aa 
就 成 为 所 有 数字 均 为 g 的 序列 了 ,证 毕 . 

定理 2. 7. 2 表明 mw 序列 中 F, 的 每 个 元 来 和 元 素 有 段 的 分 布 
非常 均 卫 ,并 且 没 有 较 长 一 段 均 是 同样 的 元 素 . 这 种 序列 加 在 原 
始 信息 序列 上 ,可 以 把 原来 序列 变 得 面目 全 非 . 所 以 适用 于 作 加 
密 用 . 

闫 序列 的 另 一 个 好 的 性 能 是 自 相 关 特 性 . 为 简单 起 见 我 们 
只 考虑 p 元 序列 ,有 即 4 为 素数 p 的 情形 ， 


2.7.3 定 疼 设 户 为 案 数 :二 Av"*** 是 周期 为 二 的 户 元 序 
列 (aj€ Fp) , 令 + 二 e 了 .对 每 个 0p 邻 


oa) = ob Dp. 
称 coyci cr 为 元 序列 < 的 自 相关 全 显然 


co 一 PX 一 也 一 二 
即 oc 等 于 序列 的 周期 ， 它 叫 作 位 的 自 相关 主 值 ,而 ClrCar"” 
c-! 叫 作 上 的 自 相关 非 主 值 . 
在 通信 系统 中 ， 需要 构 作 自 相关 性 能 良好 的 序列 ， 所 谓 自 相 
关 性 能 良好 , 即 指 所 有 自 相 关 非 主 值 的 绝对 值 与 自 相 关 主 值 < 即 
序列 的 周期 已 相 比 均 要 小 很 多 . 下 面 定 理 表 明 ,m 序列 是 自 相 
关 性 能 非常 好 的 序列 ,所 以 广泛 地 用 于 同步 通信 系统 中 . 


本 了 2 人 


2.7.4 定理 * 级 疡 元 六 序列 ea 的 所 有 自 相 关 非 主 值 均 
为 一 1. 

证 明 x 序列 a 的 周期 为 [== 户 一 1. 令 届 一 wn 一 (i 一 0,1， 

, 则 序列 上 二 5 等 于 Lia 一 a 当 1 所 1! 所! 一 1 时 ,Lia 关 a. 
从 而 了 不 是 全 字 序 史 另 记 国 ,本 于 aes 其 中 J 
丈 [Lzj 中 ? 次 本 原 禾 项 式 . 而 La€SC 有 (定理 2. 6.6), 从 而 5= 
La 一 a 也 属于 SC. (这 是 由 于 Le 和 za 的 释 级 数 以 .六 rr) 为 分 
母 , 所 以 2 一 F2 一 和 也 如 此 ?好 到 为 人 六 中 非 零 序 列 , 因 此 占 也 
是 一 个 级 元 m 序列 .于 是 在 上 的 一 个 周期 节 中 共有 大 -一 1 
个 0, 而 对 每 个 gEF;, 共 有 pgp" "i! 个 g. 因此 对 每 个 1 一 1( 


2 
=er), 


Cr 一 Ze 一 Se 


| 


一 加 -1 2 trp! 1) 


下 后 Fr 


可 D1 一 六 一 Spi. 


gE Fp 
这 就 证 明了 定理 2. 7. 4( 最 后 等 式 我 们 利用 了 恒等式 1 十 # 十 姑 十 
+ 一 一 0). 
在 通信 系统 中 最 常用 的 是 二 元 序列 , 即 序 列 ce 一 ae pa… 
中 每 个 元 素 为 0 或 1( 它 代表 开关 线路 的 *“ 开 ?和 “ 关 ” 两 个 状态 )， 
这 时 p 一 2,5, 二 e 卫 二 一 1, 车 a 的 周期 为 1, 则 a 的 自 相关 值 为 


a = De -= 3 1— 3 1. (1) 


qs a 本 十 J 


换 铝 话说 ,对 每 个 1 大 ( 安 ! 一 1. 将 < 和 L'a 两 个 序列 的 一 个 周期 
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节 排 在 一 起 : 
La = 1 
Wig i 位 处 a 和 an 相同 5 即 均 为 0 或 均 为 13， 称 此 位 为 上 和 
的 相同 位 , 若 a 和 a+: 不 同 ( 即 一 为 0 另 一 为 1); 则 此 位 叫 作 上 & 
向 Lia 的 相 异 位 . 由 () 式 可 知 ,a 的 自 相 关 值 cta) 等 于 a 和 La 
的 相同 位 数 减 去 相 异 位 数 . 一 个 二 元 周期 序列 a 具有 好 的 自 相 
基 性 能 , 即 指 对 每 个 1 委 4S: 一 10 为 a 的 周期 ),a 和 L'a 的 相同 
位 数 禹 相 异 位 数 相差 无 几 . 而 对 于 二 元 天 序列 4, 对 每 个 1 安 要 
一 人 一 为 序 列 避 的 级 数 ) 和 和 工 a 的 相同 位 数 均 比 
相 蜡 位 数 少 1. 
例 1 对 于 第 2. 6 节 开 涉 所 举 的 4 级 二 元 mr 序列 a, 这 是 周期 
15 的 序列 . 它 的 前 15 位 为 
a 二 O10110010001111*** 
将 & 和 Za 的 前 15 位 对 齐 : 
a 一 010110010001111…. 
FEaa = 110010001111010…: 
发 现 它们 的 粗 闪 位 有 ?个 , 相 异 位 有 8 个 .于 是 ce) 一 7 一 8 一 
一 1 类似 地 ,对 每 个 1 志 t 筷 14,a 和 La 的 前 15 位 当中 均 有 7 个 相 
同位 和 8 个 相 蜡 位 , 即 自 相 关 非 主 秆 均 为 一 1. 
构 作 自 相 关 性 能 良好 二 元 序列 的 另 一 种 办 法 是 用 差 集 合 . 


2.7.5 定理 设 D= {di,d;;,"… di 参数 (0 的 着 入 
从; 如 下 定义 周期 为 vz 的 二 元 序列 4 二 goal** ,其 中 
0， 车 iEED 
1， 否则 
则 序列 a 所 有 白 扯 关 踢 数 非 主 慎 鬼 为 一 据 十 4 
= i206" 


证 明 对 于 1 所 :过 v 一 1， 


tr- 


co 一 2 1+ 也 二 (一 1 


a =a =0 < ,=0. = ] a Ta, 


根据 差 集 合 的 定义 ,共有 4 个 使 得 i 十 t 和 i 均 属于 DD, 即 w+， 
一 和 一 和. 再 由 于 也 中 共有 不 个 元 素 , 从 而 共有 一 4 个 i 使 得 i 十 
iED,i 攻 ED, 也 有 此 一 A 个 i 使 得 i 十 :和 DiE DD 对 于 这 204- A) 
个 a4: 关 a 最 后 , 剩 下 的 一 4 一 2 续 一 四 二 wv 一 2 引 十 4A 个 i 满足 i 
入口 si 十 {总 品 , 即 ai41 二 a 二 1. 因此 
c(ta) 一 用 十 人 一 优 十 说 一 2 一 
二 wv 一 抚 十 4.01 宗之 vw 一 1). 证 毕 . 
例 2 定理 2. 4. 4 给 出 Singer 差 集 合 , 其 参数 为 (大 ,4) 二 


4 了 ,2 , 安 | , 其 中 为 素数 宕 . 利用 这 种 差 集合 构 


作出 属 基 为 全 -二 的 二 元 序列 ,其 自 相关 非 主 信 均 为 = 二 [a 


1 一 4 一 9 0D] 一 号 -于 一 4 特别 地 , 取 4 一 2, 则 得 到 于 
期 为 2”' 一 1 的 二 元 序列 ,其 自 相 关 非 主 值 均 为 一 1. 这 和 mm 序列 
有 同样 的 周期 和 同样 好 的 自 相关 性 能 . 

例 3 ”对 于 素数 2=3(mod 4) ,定理 2. 5. 6 构 作 出 参数 (v,， 
) 一 | 记 ,ee 于 | 的 差 集合 . 再 用 定理 2. 7. 5 给 出 周期 为 的 


二 元 序列 ,其 自 相关 非 主 值 均 为 p 一 4| + 一 | 一 一 1. 这 
种 序列 有 与 mw 序列 同样 好 的 自 相关 性 能 ,并 且 周 期 值 p 选取 范 
围 比 x 序列 更 广 ,因为 m 序列 的 周期 只 能 是 形 如 2" 一 1 的 数 . 根 
据 定 理 2, 5. 6 中 差 集 合 的 构 作 方式 ,我 们 知道 二 元 序列 a 一 aoa 
Qo 1p 三 3Cmod 4)) 为 ;对 于 0 和 1 夸 p 一 1， 
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人 若 i 为 模 pp 的 非 二 次 剩余 
”li1， 和 理 则 

例如 取 户 = 19, 差 集合 为 瑟 王 12,3,8,10,12,13,14,15,18}( 即 
模 19 的 非 二 次 剩余 全 体 ). 而 a 的 一 个 周期 节 为 
1100111101010000110， 


以 上 我 们 构 作 的 自 相 关 性 能 良好 的 二 元 序列 ,其 周期 均 是 
奇数 . 作为 本 书 的 结尾 ,我 们 向 大 家 介绍 A. Lempel ,M,. Cohn 和 
W.L. Eastman 于 1977 年 构 作 的 上 自 相 关 性 能 良好 的 二 元 序列 ,其 
周期 为 懈 数 ( 交 音 为 A class of Balanced Binary Sequences with 
Optinied Autocorrelation Propertiess IEEE Trans on lm{formation 
Fheory .llT—23Cc1977) ,38—42). 


2.7.6 定理 设 7 为 奇 素 数 的 桥 , 令 为 已 的 一 个 本 原 
元 京 ( 于 是 Fi 一 (too 和 yo 如 下 定义 周期 为 9 一 1 的 二 元 
序列 = a0 ;其 中 

“= 车 十 1 为 F, 中 非 平方 元 素 
la， 否则 
则 当 9 一 1 寺 2C(mod 4) 时 ,序列 a 的 自 相关 非 主 伪 均 为 士 2. 而 当 
9 一 1 三 0Cmod 4) 时 ,序列 & 的 自 相 关 非 主 值 为 0 或 一 4. 
证 明 《这 里 的 证 明 比 原文 大 大 简化 ), 对 于 cEF,, 定 义 
1 ， 着 < 为 下 中 平方 元 素 
fc) 一 |- lj。 车 c 为 F; 中 非 平方 元 崇 


0， 若 c 二 0 
那 末 a 的 定义 可 以 写成 
“= (0 阁 fla 十 1)= 一 1 
1， 否则 
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半 一 字 
cD = 1 


业 一 外 


= ft ft fe) 
—f(l—a '), 
这 是 由 于 当 i 时 ,ww 十 1 天 0,a 十 1 天 0. 从 而 


(一 De (一 /ee 十 1D))( 一 (et 十 D). 而 当 ; 一 2 时， 
1 十 1) 一 0) 一 0, 而 (一 1)s+er 一 (一 1)9 (一 Fat 十 1)) 一 
一 f(a 当 i 一 2 一 + 时 ,f(er' 二 1) 二/(0) 一 0，, 而 
(1 二 (一 Aq 十 7100): 一 1 二 一 了 (1 一 a 站 ,于 是 


oo)= 2 FrtDF Ar faa) 
EP 


由 于 了 是 积 性 函数 , 即 Fa 5)= 了 aD fA) 一 (一 1 所 以 


ce) 一 ra 2 frt DF rta)— f(a’) 
EP 


一 六 一 ar 一 ae 
和 
=—1+ C1 人 4 f(t te ete) 
—/(l—add+t+t—1 fm 1)) 


-| 


fad +1 (1)) 
:= 一 1] 十 (一 1) 2 f(r:—1) 
世人 是 
fad FF 1 C2) 
现在 我 们 计算 他， f(z 一 1). 为 此 ,我 们 考虑 之 f(z) 一 0 于 是 
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SY pryd)= 2 flrty)f ry) 
F 所 下 


yy 忆 XYy 


( 令 A 二 + 十 y,B=X 一 >》) 
到 二 4)] 
A [> )) 


二 从 , 
男 -一 方面 ， 
Any i + 人 - sy 
IT,yE 
十 D3 f(x —y) 
zy 所 下 
(7 一 1) 十 (一 1D)F 一 1D) 十 (9 一 1 2 fx:—1) 
EF, 
于 是 2 /cz 一 D= 一 1 一 7 一 1 


€F 
从 而 2 fe Dt 代入 (2) 式 得 到 
i 一 一 1 十 (一 1 一 zl 一 xl 十 (一 1 大 一 1))》， 


若 9 一 1 三 2(mod 4), 则 一 为 奇数 . 所 以 一 1 一 号 :是 非 平方 元 
素 , 即 /一 1) 一 一 1， 于 是 
ca) 一 一 1 十 (一 1 全 ! 士 (1 十 《一 1 六 
2 当 21z 时 
【+2 当 24z 时 
车 9 一 1 三 0(mod 4), 则 f{ 一 1) 二 1, 于 是 
cta) 一 一 (1T 十 FI 一 a5)CIT 十 (一 1 一 0 或 一 4， 
这 就 证 明了 定理 2.7. 6. 


例 4 取 g=17, 则 a=3 为 模 17 的 原 根 ( 本 诛 元 率 ). FF5 中 16 
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个 元 素 为 
il0123 456 7 8 9 101112131415 


(mod 17)31 39 1013515 1116 14 8 7 4 la 2 6& 


用 定理 2. 7. 6 构 作 的 二 元 序列 a 的 周期 为 16. 前 16 位 为 aoai…ats 
一 1]100001011110100, 其 自 相 关 非 主 值 为 ca) 一 一 4 对 于 :一 
4;56;103512) ,ca) 二 0( 对 于 1=1;21315;7,8,9;11;13;14;15), 
例 5 og=3:. 二 (Qa) ,二 9 十 2. 则 4 为 FF, 中 本 原 元 素 ， 
设 4 二 co 十 at+temi yc Bs. 利用 定理 2. 7.5 构 作出 周期 26 的 二 
元 序列 a; 它 的 前 2 位 为 
ao ax 一 00001001001111101100011101， 
它 的 自 相 关 非 主 信 为 十 2. 


2.7.7 习 题 
1. 试 折 考 m 序列 的 元 素 分 布 特性 (定理 2. 7. 2? 来 研究 MM 序列 的 元 素 分 布 
特性 . 
2. 设 < 是 pn 级 4 元 时 库 列 ,求证 当 1<tssm 一 1 时 ca) 一 0. 
3, 设 户 为 素数 ,p=slCmod 4). 定义 周期 为 pp 的 二 元 序列 a,a 的 前 位 数 
字 aoar'**a_1 为 
一 人 着 i 为 模 p 的 非 平方 菏 余 ， 
0， 否则 ， 
求证 对 于 1 所 :所 pp 一 1， 
“(| 若 t 为 模 请 的 非 平方 剩余 . 
一 1， 若 上 为 模 疡 的 平方 剩余 . 
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第 三 章 ”通信 网络 


我 们 在 第 二 章 中 介绍 了 有 限 域 的 各 种 应 用 ,这 一 童 我 们 专 
门 介 绍 有 限 域 在 通信 系统 中 的 一 个 应 用 ;如何 用 有 限 域 来 构 作 
性 能 良好 的 通信 和 网络. 一 个 通信 网 络 是 多 个 地 址 之 间 的 通信 联 
系 . 它 可 以 有 各 种 各 样 的 具体 形式 ,如 电话 网 络 ( 通 信 地 址 为 电 
语 横 ,入 息 联 系 用 电话 线 ), 电 报 系统 ,计算 机 信息 加 工 和 传输 网 
络 或 者 是 人 体 的 神经 网 络 等 . 在 数学 上 ,一 个 通信 网 络 可 以 用 一 
个 图 形象 地 表示 出 来 . 我 们 首先 介绍 什么 是 通信 网 络 以 及 一 个 
性 能 良好 的 通信 网 络 的 判别 标准 是 什么 . 这 就 需要 图 论 中 的 一 
些 术语 , 然后 我 们 介绍 邵 何 构 作 性 能 良好 的 通信 和 网络. 这 里 除了 
用 有 限 域 之 外 ,还 需要 线性 代数 的 基本 知识 (包括 入 阵 腾 法 , 方 
阵 的 相似 性 ,特征 根 和 特征 向 量 等 知识 ). 


3$ 3.1 什么 是 通信 和 网络 ? 


以 电话 系统 为 例 . 假设 有 个 通信 地 址 ,我 们 用 个 项 点 来 
囊 示 它们 . 如 果 地 址 4 可 以 和 地 址 B 宜 接 互通 电话 (有 电话 线 
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相连 ? ,我 们 便 在 顶点 4 和 瑟 之 则 引 一 条 线 , 叫 作 以 4 和 品 为 
两 端的 一 条 边 ,这 条 边 表示 成 45. 于 是 ,由 = 个 顶点 和 某 些 顶点 
之 间 相 连 的 一 些 边 ,就 形象 地 表示 出 一 个 电话 系统 . 在 数学 上 ， 
这 叫 作 是 具有 ”个 顶点 的 图 . 图 4 即 是 具有 六 个 项 点 和 五 条 边 的 
一 个 图 . 

今后 我 们 总 假定 任意 琴 个 
顶点 之 闻 至 多 有 一 条 过. 

我 们 再 介绍 与 通信 系统 有 
关 的 一 些 图 论 的 术语 . 设 避 是 
一 个 图 ,4 为 其 中 一 个 顶点 . 如 
果 图 局 中 以 4 为 端的 边 共 用 
条 ,它们 是 

4 ， AB,, ,AB,, 
则 称 顶 点 4 的 次 数 是 不, 而 顶 图 4 
点 五 | ;五 :五 叫 作 顶点 A 的 邻居 . 例如 图 4 中 顶点 B 的 次 数 为 
3, 它 的 邻居 为 A,C 和 碧 , 这 表示 地 址 B 可 以 与 地 址 A,C,E 互 
通电 话 ,但 是 B 不 可 与 D.F 互通 电话 . 

设想 图 4 中 顶点 4 有 某 件 事情 要 告诉 别人 . 打 一 次 电话 给 
B, 然 后 B 青 打 一 次 电话 给 EF, 经 过 两 次 电话 ,EE 使 得 知 此 事 . 普 
尾 相 接 的 两 条 边 AB 和 上 BE 组 成 长 为 2 的 一 条 路 . 一般 地 ,图 G 中 
以 顶点 A 和 上 B 为 两 端的 长 为 d 的 一 条 路 是 指 G 中 首尾 相 接 的 
d 条 边 


其 中 玉 =4 Ye 一 互 这 条 路 也 简 记 成 天 这 训 
无 向 图 C 中 若 存在 以 顶点 4 和 8 为 两 端的 长 为 d 的 路 , 表 
示 4 和 如 之 间 通 过 其 他 地 址 转 接 打 @ 次 电话 可 以 互通 信息 , 在 
一 个 通信 网 络 中 ,我 们 自然 希望 任意 两 个 不 同 顶 点 均 有 路 相连 ， 
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好 一 个 地 方 的 信息 经 过 有 限 次 打 电 话 总 可 让 所 有 其 他 地 方 均 知 
道 . 这 样 的 图 叫 作 连 通 的 . 例如 图 4 是 不 连通 的 ,因为 顶点 4 和 
所 之 间 不 存在 路 , 即 彼此 不 能 互通 
信息 . 而 图 5 是 连通 图 . 连通 性 是 遂 
信 阿 络 的 起 码 条 件 , 所 以 今后 我 们 
只 研究 连通 图 . a 

设 上 是 连通 图 . 对 于 中 两 个 
不 同 顶 点 和 vw, 可 能 有 主 儿 个 不 
问 长 度 的 踏 相连. 其 中 最 短路 的 长 
度 叫 作 顶 点 vv 和 vw' 之 间 的 距离 , 表 D E 
示 成 dtv,vw). 例如 图 5 中 顶点 4 和 图 5 
之 间 有 许多 茶 路 ,如 ABC.ADC ,4FFEDC.AFFEBC 等 等 . 其 中 
最 短路 为 4BC ,ADC .ABC 和 AFC, 于 是 dd(A,0) 一 d(C,A)=2, 
两 个 顶点 之 间 的 距离 表示 这 两 个 地 址 交流 信息 所 需 的 最 少时 
可 ,一 个 连通 图 GG 中 不 同 顶 点 之 间 所 有 喷 离 的 最 大 值 , 叶 作 图 避 
的 直径 ,表示 成 4(G). 中 

dG) = max{d (vw )} 

筷 的 意义 为 :图 C 中 每 个 顶点 的 信息 经 过 4(G) 次 传送 即 可 到 
达 所 有 其 他 顶点 ,并 是 dG) 是 满足 此 条 件 的 最 小 整数 . 例如 图 5 
的 直径 为 2. 

为 了 使 问题 简单 ,今后 我 们 主要 研究 具有 下 述 * 正 则 ?性 质 
的 图 ,图 C 叫 作 是 点 次 正则 图 ,是 指 大 中 每 个 也 点 的 次 数 均 为 
&* 即 每 个 项 点 都 恰好 有 个 邻居 , 枫 如 图 5 是 4 次 正则 图 ， 


以 上 分 绍 了 什么 是 通信 网 络 . 那么 ,什么 是 好 的 通信 网 络 

呢 ? 设 计 一 个 通信 网 络 ,主要 应 考虑 三 件 事 :网 络 的 经 济 性 .有 效 

性 和 可靠 性 . 下面 我 们 对 此 作 简 单 的 解释 ,并 且说 明 它们 的 图 论 
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aa 站 


意义 . 
(1) 网 络 的 经 济 性 ”如 果 个 通信 地 址 中 的 每 个 均 能 与 其 
他 地 址 直接 通话 ,这 当然 是 最 满意 的 方式 . 但 这 需要 雪 n(n 一 1) 


条 边 . 当 n 很 大 时 ,联接 三 x(n 一 1) 条 电话 线 ,从 成 本 上 是 很 不 合 


算 的 . 所 以 从 经 济 上 考 虚 ,我们 希望 有 较 少 的 边 , 如 果 通 信和 了 网络 
是 上 次 正则 图 ,我 们 从 经 许 上 考虑 即 是 希望 大意 小 辣 好 . 

‘2) 网 络 的 有 效 性 ”每 个 顶点 只 能 向 它 的 邻居 直接 发 送信 
已. 下 一 次 邻居 又 可 传 给 邻居 的 邻居 . 一 个 网 络 是 有 效 的 ,要 求 
每 个 顶点 的 信息 经 过 有 限 步 均 能 传送 到 所 有 其 他 顶点 ,并 且 为 
此 所 需 时 间 例 少 愈 好 . 利用 前 面 的 图 论 术 语 , 一 个 有 效 的 通信 网 
络 要 求 它 是 连通 图 ,并 且 直 径 仿 小 意 好 ， 

‘3) 网 络 的 可 靠 性 通信 两 络 的 另 一 个 重要 标准 是 希望 它 
在 工作 中 是 可 草 的 , 即 希 望 在 阿 络 中 某 些 通信 地 址 或 某 些 线路 
发 生 故 阶 之 后 ,不 影响 其 余地 址 之 间 的 通信 . 用 图 论 的 语言 ,我 
们 希望 宰 作 出 这 样 的 图 GG, 使 得 G 中 去 挤 某 些 顶 点 (从 而 也 去 掉 
以 这 些 顶 点 为 喘 的 边 ), 或 者 去 掉 某 些 边 之 后 , 剩 下 的 顶点 和 按 
构成 的 图 仍 蛋 是 连通 的 . 我 们 在 这 里 不 准备 给 出 一 个 图 的 可 涪 
性 的 严格 数学 定 艾 . 事实 上 ,从 工程 实际 的 不 同 角 度 出 发 ,可 以 
有 不 同 的 判别 标准 ,来 衡量 一 个 通信 和 网络 是 否 比 另 一 个 通信 网 
络 更 可 草 ， 

关于 通信 网 络 的 这 三 个 标准 是 相互 制约 的 ;一 个 图 的 边 例 
多 ,一 般 来 说 ,有 效 性 和 可 靠 性 愈 好 ,但 是 经 济 性 傅 差 . 通常 我 们 
国定 nn 和 下 ;而 问题 的 提 法 为 ， 

在 所 有 = 顶点 二 次 正则 连通 图 中 ,哪些 是 最 有 效 的 ( 即 直 径 
最 小 ) 娃 些 是 最 可 车 的 ? 

近年 来 ,人 们 发 现 一 件 有 趣 的 事情 , 即 图 的 有 效 性 和 可 靠 性 

* 了 35 ， 


都 依赖 于 图 的 另 一 个 参数 . 这 个 参数 便 是 我 们 下 节 要 介绍 的 图 
的 次 根 ， 


3.1.1 习 是 
1. 设 图 局 有 +# 个 硕 感 twa yo 和 1 条 边 .如果 顶 点 名 的 砍 数 汶 点 人 T 安 # 
这 #}. 求证 


是 | 十 是 2 十 十 上 。 二 Zz 

符 别 地 ,n 个 顶点 的 让 次 正则 图 共用 hn 条 边 . 

2. 设 图 局 的 苦 点 数 之 2. 求 证 避 中 必 有 两 个 顶点 的 次 数 相 同 . 

3. 若 图 如 有 一个 顶点 和 二 1 条 边 , 则 G 中 必 有 顶点 ,其 次 数 之 3. 

4. 求证 :在 六 个 地 址 的 电话 网 络 中 ,必然 找到 三 个 地 址 ,它们 或 者 窗 雍 均 
可 直接 通 语 , 或 者 彼此 均 不 能 直接 通话 ， 

5.# 名 棋 手 进行 比赛 ,每 个 棋 手 均 与 其 中 的 若干 人 较量 ,并且 比赛 没有 平 
局 . 病 曙 不 出 现 m 胜 vsvs 胜 v3 0-1 禾 太 ;而 vw 又 胜 如 这 种 销 况 . 求 
证 必 有 一 人 在 比赛 中 全 胜 , 也 有 某 人 在 比赛 中 全 负 . 


3 3.2 图 的 次 根 


设 (> 是 具有 关 个 顶点 珈 2 的 图 ,Ce 的 联系 方 阵 是 指 

， 阶 方 际 守 
六 = MCGDY = (oi) eens 
其 中 
。 二 11， 如 果 图 G 中 有 边 viv 
0， 否则 
例如 对 于 图 4, 设 项 点 A.BCDE,FR 依次 为 virvzr res: 则 人 它 
的 联系 方 阵 为 
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oO 1 0 0 8 0 

1 0 1 0 1 0 

0 1 0 0 1 0 
Mo= 

oO 0 0 0 0 1 

oO 1 1 0 

lo oO 0 1 0 0 


由 定义 易 知 mr 一 ar 所 以 MM 是 实 对 称 方 阵 . 利用 线性 代数 、 群 表 
示 论 和 交换 代数 作为 数学 工具 ,通过 联系 方 隆 MG)? 的 各 种 代 
数 性 质 来 研究 图 G 的 特性 ,是 图 论 的 一 个 很 有 意思 的 分 支 ; 叫 
作 代 数 图 论 . 

比如 说 , 设 7 为 自然 数 , 和 将 M=ACGc) 自 滋 7 次 ,得 到 

M' = (Ca). 
由 和 矩阵 办 法 规则 和 本 MCG) 的 定义 不 难看 出 ; 当 i 关 j 时 ,ay 
怡 好 是 GG 中 以 顶点 vw 和 vw, 为 两 端的 长 为 1 的 路 的 个 数 . 令 
M+ M+ + MS= (en), 

则 ec 二 a 十 a 访 十 二 a (其 中 a 二 oy)., 如 果 对 于 i 关 j ,ec 外 实 
1; 则 这 表示 项 点 vw 和 vw; 之 间 必 有 一 条 长 庶 不 超过 /的 路 ,于 
dvrv) 人 上. 姻 果 对 于 任意 的 i 7(1 寺 1 隆 j 夺 2) ;cP 鬼 为 正 整 数 ， 
即 均 有 有 divwiyv) 夺 1 这 表明 图 G 的 直径 QCG) 不 超过 上 所 以 ,图 
G 是 连通 的 , 当 且 仅 当 存在 自然 数 岂 使 得 方 阵 于 十 他: 十 … 十 
对 的 非 主 对 角 线 上 所 有 元 京 均 实 1. 并 且 在 这 种 条 件 干 ,图 G 
的 直径 4xGcC) 即 是 满足 上 述 条 件 的 最 小 自然 数 上 

现在 我 们 进一步 利用 线性 代数 工具 . 设 


站 二 Cs isn 1 pm 


Ht din 
Hz 好 2 
本 直面 音 申 轿 本 昌 间 看 刘 吉 出 六 当量 昌 昌 
i 2 Cn 
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是 一 个 = 行 严 列 的 复生 阵 , 即 定 阵 中 元 剖 oi 可 以 是 任意 复数 . 
我 们 令 . 
本 一 (机 ) {全 ,表示 a 的 复 共 二 》 


A — (gai)leiem, en 


六 

粒 六 wi Lr _ 
| (为 sm 行列 症 阵 ) 

3 tem 


本 和 47 分 别 叫 和 作 算 阵 A 的 共和 第 阵 和 转 村 矩阵 

现 设 4= (4,) 为 # 阶 复方 阵 .如果 存 在 复数 a 和 非 零 复 向 
量 as 一 (eaz， ,an) ;使 得 

Aar 二 aeT ， 
我 们 就 称 a 为 方 阵 4 的 一 个 特征 根 , 而 a 叫 作 方 阵 4 对 于 特征 
根 « 的 一 个 特征 向 量 ,熟知 阶 方 隆 4 共有 个 特征 根 (考虑 重 
数 ) ,它们 恰好 为 4 的 特征 多 项 式 
dett ZJ 一生 ) 二 cr- i bid si 

的 个 根 ,这 里 了 表示 阶 单 位 方 阵 ( 即 主 对 角 元 素 均 为 1, 而 
其 余 元 素 均 为 淮 ),det(B) 表 示 方 阵 B 的 行列 式 . 

两 个 复 向 量 a 一 (41,… ,a,) 和 5 一 (5，… ,bb) 的 内 积 定义 为 


(au =ab ab t+ + ob = Dab =ab", 
而 向 量 a 的 长 度 定 义 为 
lall= (an = (d+ + od) t= > |a 3 
如 果 ta,5) 一 0, 称 向 量 z 和 4 彼此 正 交 , (注意 (a,5) 二 3,a). 所 


以 在 (a,5) 二 0, 则 (5,a) 二 0. ) 最 后 ,长 度 为 1 的 向 量 叫 作 单位 向 
量 . 
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现在 设 侣 是 x 个 顶点 的 图 ,M==M(G) 是 避 的 联系 方 阵 . 刚 
MM 是 xn 阶 实 对 称 方 阵 . 线性 代数 的 一 个 著名 结果 是 说 ;每 个 
阶 实 对 称 方 阵 1M 的 特征 根 均 是 实数 . 如 果 MH 的» 个 实 特征 值 
为 wm ve ,…,%: 那 末 必 存在 个 彼此 正 交 的 单位 ( 复 ) 向 量 xi， 
za 使 得 是 MM 对 于 特征 什 a 的 特征 向 量 , 即 


wl=1, = (Qi (1) 
Mu =—au (in), (2) 
邻 
t= (ei ra sm ) 
Wll lz ui 
U = CuruT et ) = Wal Hs tos 
Hal Hae 村 nn 
由 (1) 式 即 知 
it 
TU = | | (wufeeur) 一 大 (3) 
7 
从 而 UV 是 可 道 方 阵 ,并 且 它 的 道 为 
Ul! = UU, 
页 由 (2) 式 得 到 
MU =M (uw) Cou rat ss te ) 
i 
dy 


”了 入。 


于 是 UMU = ，， (4) 


i 
换 句 话说 , 实 对 称 方 阵 均 相似 于 对 角 方 阵 , 并 且 相似 方 阵 上 U 可 
以 选取 使 得 满足 (3) 式 . 


3.2 3 引 | 理 设 M 为 n 阶 实 对 称 方 阵 ;am,"… wm 是 用 的 
并 个 特征 根 Ch 是 Mf 对 于 Oi 的 特征 癌 量 ;并且 Crs" pT 是 徙 
此 正 交 的 单位 向 量 , 则 


M = DY aT. 
证 明 记 上 式 右边 二 阶 方 阵 为 吾 ,出 
Bausy == 之 ete WY 一 之 at 《2 


一 At 《根据 1) 式 )， 
于 是 


由 于 UV 是 可 北方 阵 , 从 而 号 = 对 .证 毕 . 


3.2.3 定义 图 C 叫 作 基 到 份 图 ,是 措 可 以 把 图 C 的 所 
有 顶点 分 成 两 个 集合 V 和 V; ,使 得 G 中 每 条 边 均 一 映 在 ,中 
市 男 -- 端 在 :中 . 
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例如 图 5 便 是 一 个 双 盆 图 ,我 们 可 以 将 它 的 人 个 弄 点 分 成 
Vi={AC EG V= {B,D,F,H}. 

如 果 心 是 上 次 正则 的 双 份 图 , 则 忆 中 每 条 边 的 一 端 在 中 
而 另 一 端 在 Y: 中 . 假设 中 共有 mw 条 边 . 由 于 Yi 中 每 个 顶点 均 
引出 二 条 边 , 因 此 T 中 共有 天 个 顶点 . 同样 地 ,V; 中 也 共有 
m 直 个 顶点 . 即 V 和 VV, 有 同样 多 的 顶点 ,特别 她 ,G 中 顶点 总 数 
必 是 偶数 ， 


3.3.3 定理 (A) 设 CG 是 上 寥 正则 图 , 则 大 是 联系 方 阵 
M == MM(G) 的 特征 根 ,并 且 GG 是 连通 图 的 充分 必要 条 件 是 大 为 
M4 的 单 重 特征 根 . 

《B) 机 G 是 上 上 次 正则 的 双 份 图 ; 则 -x 是 联系 方 阵 时 == 
MM(G) 的 特征 根 , 并 且 G 是 连通 图 的 充分 必 雪 生 件 是 -为 M 的 
单 重 特征 根 . 

证 明 A) 如 果 G 是 下 次 正则 图 , 则 方 阵 好 的 每 行 均 怡 


好 有 。 个 元 素 为 1( 其 余 为 0). 记 = 1,1 1) 全 1 向 量 ), 则 
1 天 1 


1 » 1 
Mv =M ， 一 : = 一 点 ， 一 如 . 
1 天 1 
这 就 表明 大 是 MM 的 特征 根 , 并 且 全 1 向 量 是 对 应 特征 根 丰 的 特 
征 向 量 , 进 而 ,如 果 避 不 是 连通 的 , 那 末 GG 的 顶点 和 集合 可 分 拆 成 
两 部 份 六 和 VV,, 使 得 G 中 每 条 边 的 两 端 或 者 全 在 V 中 ,或 者 全 
为 V: 中 . 即 图 G 实际 上 是 彼此 没有 边 相 连 的 两 个 图 . 我 们 以 G， 
和 GG; 分 别 表示 对 应 顶点 集合 为 六 和 二 的 这 两 个 图 , ,一 
(G0) ,MM; 二 MCG,) 分 别 表 示 它 们 的 联系 方 阵 , 则 易 知 G 的 联 
系 方 阵 为 
。 了 4 了 


M uc = | 间 
-| 。 xzr| 


了 但 是 Ci 和 Ga: 均 是 束 次 正则 的 ,从 而 ii 和 对: 均 有 特征 根 上 于 是 
MM 至 少 有 两 个 特征 根 为 外 . 

最 后 , 设 避 是 连通 的 站 次 正则 图 ,我 们 来 证 明 是 单 根 , 设 
2 一 《alycasi an) 是 M4 对 于 特征 根 谱 的 特征 向 量 , 则 

Ma = ka'. (5S) 
我 们 以 a 表示 aq 当中 绝对 值 最 大 者 .由 于 a 是 非 零 向 
量 , 从 而 au 天 0. 由 (5) 式 可 知 
ka; = >) 人 (6) 
与; 相 玫 

由 于 a 的 极 大 性 质 , 并 且 (6) 式 右边 求 和 共有 并 项 (因为 共有 具 
个 顶点 与 v; 相 邻 ). 从 而 由 等 式 (6) 即 知 对 于 每 个 与 v; 相 邻 的 顶 
局 VW; 均 有 aj 二 m. 继续 下 去 , 叉 知 对 于 每 个 与 vo 相 邻 的 顶点 vw， 
区 有 4 二 a( 二 4;), 由 于 伺 是 连通 的 , 便 知 对 于 他 中 每 个 顶点 mw， 
均 有 证 一 2 即 a 二 @==… 二 a,, 设 这 个 公共 什 为 a( 关 0), 于 是 vw 
二 atl:1,…… ,1), 换 句 话说 ,af 对 应 特征 值 的 每 个 特征 向 量 均 
是 全 1 向 量 狗 一 个 常数 , 这 表明 上 是 好 的 单 重 特征 根 . 

(B) 现 设 GG 是 上 次 正则 的 双 份 图 . 则 GG 的 顶点 分 拆 成 两 
个 集合 VV ,V,, 它 们 分 别 有 s 个 顶点 (顶点 总 数 # 二 2s), 使 得 局 
中 每 条 边 均一 端 在 VV 而 另 一 端 在 v:. 于 是 G 的 联系 方 阵 有 形 
式 

oO NN 
wa -| 
其 中 六 是 * 阶 实 方 阵 , 并 且 ww 的 每 行 每 列 均 恰 好 有 去 个 1( 其 条 
为 0). 令 as 一 111 一 1 一 1 一 1)( 其 中 前 * 个 为 1 ,后 % 
个 为 一 1). 则 
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0 Ni| 1 一 
r 一 一 一 一 上 ar， 
Ma 一 Nr 0 一 1 天 
—1 k 


这 表明 一 上 是 1 的 特征 根 , 并 且 a 是 MM 对 于 特征 根 一 的 特征 
向 量 , 最 后 ,请 读者 仿照 (4) 来 证 明 :* 次 正则 双 份 图 GG 是 连通 
的 , 当 且 仅 当 ~ 上 是 联系 方 阵 MG) 的 单 重 特征 根 .证 毕 . 


3.3.4 定 必 设 C 是 # 个 顶点 的 连通 上 次 正则 图 .k<<z， 
(A) 如 果 避 不 是 双人 汾 图 , 则 针 一 MC(G) 的 个 特征 根 为 
和 一 上 ost 并 且 a 隆 RC2Sisen) (定理 3.2. 3( A )). 我 们 把 
mm，… ,a 的 绝对 值 的 最 大 者 叫 作 图 C 的 次 根 ,表示 成 XtG), 即 
AKCG) 一 imax{f| 妇 | ,To | ,lo |} 
(B) 如 果 G 为 双 份 图 , 则 好 一 MIG) 的 2 个 特征 根 为 w 一 
天 2 一 一 下 的 ye 并且 m 天 十 于 3 安 由 (定理 3. 2. 3( B ))， 
我 们 定义 图 上 G 的 次 根 为 
AG) = max{los|, [el| ,se, lo,|}, 
对 于 :个 项 点 的 连通 上 次 正则 图 G, 可 以 证 明 
《1) ACG) 二 (可 古 (1)). 
(2) 阁 避 不 为 完全 双 份 图 ;并且 关 < 过 nn; 则 ACG) 守 1( 习 题 
‘3)), 关于 完全 双 份 图 的 定义 见习 题 (2). 
近年 来 人 们 发 现 ,次 根 小 的 连通 正则 图 只 有 较 小 的 直径 , 即 
这 种 图 是 有 效 性 能 好 的 通信 网 络 . 人们 还 发 现 ,用 次 根 小 的 连通 
正则 图 可 以 构 作出 一 系列 可 人潮 性 能 良好 的 通信 和 网络. 这 里 ,我 们 
只 兰 明 如 何 利用 连通 正则 阁 G 的 次 根 4(G) 来 佑 计 避 的 直径 
ea 了 了 ww . 


dr). 


3.2.5 定理 设 G 为 具有 "个 顶点 的 连通 次 正 删 图 
(R22, nh, A—ACG). 

《A ( 金 芳 甘 ,1989) 如 果 避 不 是 双 份 图 (于 是 1 所 GD) 过 
并》， 风 [ 


lopgn — 1) 
dG) < | Sz |+ 1. 


其 中 对 于 实数 ea, 我 们 以 [o] 表 示 满 足 le 的 最 大 整数 ti 叫 作 a 
的 整数 部 份 . 
(B) 如 果品 是 双 份 图 ,但 不 是 完全 双 份 图 (于 是 1 所 ACG) 
< ， 则 
2 
2 
log 三 
证 明 (A 设 避 不 是 双 份 图 . 令 村 =M(G) 的 x 个 特征 根 为 
2 二 下 ya WH 对 于 特征 根 局 的 特征 
向 量 , 并 且 于 ps 是 彼此 正 交 的 单位 向 量 . 由 于 tt 为 全 1 加 


若 的 常数 倍 , 因 此 志 一 一 一 0,1,…,1). 令 UU 二 CuTwTa?), 则 
pe 


d(C) < 十 2. 


Dl=1 Si), (7) 


Jo 吧 】 


根据 引 理 3. 2. 1 我 们 有 M= D3 ww: 于 是 


Mf: =- Dama 二 Sur 于 


= 1 


* 1dd * 


这 是 因为 当天 时 ,ai 三 (站 :一 0 而 wo 一 1. 归纳 即 知 对 
每 个 正 整 数 4 


一 Slatur 二 
rz 一 1 


ep 表示 方 阵 MM" 在 第 i 行 第 ; 列 处 的 元 案 . 注意 有 阶 方 阵 
ta x 第 i 第 i 行 第 j 列 处 和 的 元 素 为 Fir frr 因此 { 令 A= ACtT ) ) 


Dump 大 } + Dn, 


a (由 (7) 式 ) 
1 ,ol 
一 地 |1 :| | 因为 mm | -到 | 


当 | 寺 | > 一 1, 即 4> 2 二 时 ,上 式 有 过 > 于 是 对 所 
og 下 


有 让 祁 1. 凤 GG 中 任意 两 个 硕 点 之 间 均 有 长 为 a 的 路 .于 是 
log (n—1) 
dt) 上 , 十 1. 
log 7 
《B》 车 侣 是 双 份 图 ,并 且 不 为 完 爹 双 份 图 , 设 VY,= {v,， 
‘Tian ro } + 二 {vr py " ;Uz } {n= 25) ;并 且 CG 中 的 每 条 边 均 一 端 


在 让 而 男 一 端 在 Y:. 则 i i Pd 一 


1). 于 是 ,车 wv; 和 vi 均 属 于 六 或 者 均 属 于 六 ,, 人 出 tp 和 ts 侣 时 为 
_ 上 起 届 时 关 一 工 
了 二 或 同时 为 J 从 而 

* ld * 


河 
(dy_ J 
Fis 一 ot hs 
3 于 ] 


be 
= ++ DD enw, 


于 


> — A 之 | Watt I 


> Dd) (Dal) 
2&2 ,4 2 
ee | 1 一 二 | 。 
从 而 当 | 万 】 之 至 一 1 时 ,eg "之 1. 荐 忆 和 vi 分 别 属于 VV 和 


则 ws 和 wa 分 别 为 一 一 和 一 -二 ,从 而 


闻 
+ 一 》 1 at 
a t= tl 
+ 二 】 


+1 Lid+l = 
一 和 十 一 人 


一 二 ) 了 二 3 


2K2aT+1 一 1 一 世 | , 
拼 再 


~> 


从 而 当 | 二 | “>> 硅 一 1 时 ,agorb2>I 由 此 即 知 


天 
log 方 一 1 
dG) < 


十 2, 证 上 毕 . 
这 样 一 来 ,为 了 构 作 性 能 良好 的 通信 网 络 ,我 们 又 把 注意 力 
集中 在 寻求 次 根 小 的 连通 次 正则 图 这 一 问题 上 ， 


3.2.6 习 题 
1. 对 于 连通 k 次 正则 图 仑 ,求证 4G} 二 下 
了 4 。 


2, 设 图 必 的 项 点 集合 分 拆 成 两 个 子 介 说 和 Ya 它们 均 各 有 = 个 元 率 人 好 六 
1). VW 中 每 个 顶点 与 :中 丝 个 顶点 均 有 边 相 连 , 此 外 必 中 再 没有 其 他 的 
边 . 这 是 一 个 连通 下 正则 的 双 和 检 图 全 = 二，), 叫 作 完全 双 份 图 ,表示 成 
兵 , 求证 :A(K,,)》==0, 

3. 设 忆 是 连 道 点 次 正则 图 ( 袜 1 为 女 的 顶点 个 数 ) ,并且 人 G 中 尾 
前 两 个 顶点 之 间 至 儿 有 一 条 边 , 求证 当 司 不 是 完全 驱 份 图 ,而 
(A AGO {BY UG 1 
(提示 :可 利用 引 理 3. 2.1) 

4, 设 避 为 十 便 点 的 下 次 正则 图 导 实 2). 则 

dG) > el Dl 


3 3. 3 拉 氏 (Ramanujan) 图 


连通 上 次 正则 图 的 次 祖 可 以 小 到 何等 程度 ?1988 年 , Alon 
和 和 EHoppana 证 明了 了 

对 计 任 意 正 整数 &>2 和 任意 小 的 实数 es>0, 不 可 能 存在 无 
穷 多 个 不 同 的 连通 上 次 正则 图 ,使 得 它们 的 次 根 均 安 2 v 有 一 1 一 
.A 


于 是 便 提出 如 下 的 问题 


3.3.1 问题 对 于 正 整 数 上 2 是 否 存 在 无 穷 多 个 不 同 
的 连通 上 次 正则 图, 使 得 它们 的 次 根 均 之 2 vv 一 T? 
为 了 上 方便 起 见 , 我 们 引入 一 个 术语 


3.3.2 定义 连通 大 次 正则 图 叫 作 拉 马 努 甘 (Ramanu- 
lan) 图 (或 者 简称 作 拉 氏 图 ) ,是 指 它 的 次 根 志 2 wv 一 1. 


" ld7* 


无 穷 多 个 不 同 的 连通 上 次 正则 图 叫 作 是 一 个 次 拉 氏 图 
族 . 

”于 是 , 同 题 3. 3. 1 可 以 叙述 成 ;对 于 哪些 正 整 数 存 在 上 次 
拉 大 图 族 ? 

为 什么 要 把 次 根 小 于 2 一 1 的 连通 下 次 正则 图 叫 作 
Ramanujian 图 ? 

Ramanujan 是 具有 特殊 才华 而 叉 英 年 早 逝 的 印度 数学 家 . 
1887 年 12 月 22 日 他 生 于 印度 南部 小 镇 Erode 的 外 祖父 家 里 ,不 
失 便 随 母 亲 加 到 只 马 德 拉 斯 30 公 里 的 KKumbakonam 镇 ,父亲 在 
这 里 的 一 家 衣服 商 店 作 店员 .他 从 10 央 开始 就 在 当地 图 书 迟 里 
自学 数学 . 1903 年 开始 在 笔记 本 上 记录 他 的 没有 证 明 的 数学 发 
现 ,这 一 年 高 中 毕业 后 ,他 以 优等 生 的 成 绩 考 取 了 本 镇 的 “政府 
学 院 ”, 这 时 他 完全 沉醉 于 数学 研究 之 中 ,荒废 了 所 有 其 他 课程 . 
一 年 后 他 因 学 习 成 绩 不 好 被 勒令 退学 . 此 后 直到 1910 年 他 在 家 
自学 数学 和 孤立 地 从 事 数学 研究 , 写 了 许 包 笔记 . 

1909 年 他 结婚 后 ,为 了 挣 钱 养家 找到 一 份 职业 ,老板 S. N. 
Aiuar 也 是 一 位 数学 爱好 者 ,鼓励 他 用 英文 窟 二 他 的 数学 发 现 . 
1913 年 1 月 16 日 ,他 把 手稿 寄 给 英国 著名 数学 家 .便桥 大 学 教授 
Hardy. Hardy 对 于 他 关于 连 分 数 的 一 些 公 式 给 予 高度 评 价 ,并 
请 他 去 剑桥 . 不 题 家 庭 的 反对 和 经 济 上 的 清贫 ,1914 年 5 月 1? 日 
他 离开 印度 动身 去 剑桥 大 学 . 在 以 后 的 三 年 里 ,他 写 了 许多 文 
章 ,包括 三 篇 非常 重要 的 论文 ,对 于 后 来 的 数论 和 横 形 式 理论 的 
发 展 有 极 大 的 影响 , 1917 年 ,由 于 生活 艰苦 和 经 常 熬 夜 而 身 种 重 
病 ( 传 说 是 玉 e 结 核 ) ,在 医院 休息 两 年 ,然后 回 到 印度 与 妻子 团 
聚 , Banaras Hindu 大 学 马上 聘 他 为 教授 ,他 当时 没有 接 爱 ,但 答 
应 待 身体 恢复 后 再 去 执教 , 不 幸 他 的 病 没 有 好 转 ,1920 年 4 月 26 
日 在 他 32 岁 的 时 候 与 世 长 苦 . 

*。 48。 


他 一 生发 表 了 37 篇 数学 论文 ,保存 了 三 个 笔记 本 ,还 有 许多 
未 发 表 的 次 章 利 手稿 . 现在 有 美国 数学 家 Audrews 和 Berndt 等 
人 专门 研究 他 的 手稿 和 笔记 本 .198? 年 ,在 美国 禾 利 诺 太 学 和 纯 
度 Tata 数学 研究 所 ;世界 著名 的 数论 学 家 举行 学 术 会 说 ,以 纪 
您 这 位 杰出 数学 家 诞辰 一 百 局 年 . 他 的 工作 现在 与 许多 数学 学 
科 ( 数 论 , 代 数 群 表示 论 ,Kac-Mooqy 代数 ,组 合 数 学 ) 以 及 物理 
学 发 生 联 系 . 最 近 寸 年 里 ,有 大 约 三 百 篇 数学 论文 在 题目 或 者 摘 
要 中 提 到 他 的 名 字 . 他 在 短促 的 一 生 中 提出 许多 数学 猜想 . 仅 在 
与 Hardy 的 适 信 中 就 提出 一 百 多 个 没有 证 明 的 数学 论断 ,显示 
了 他 惊人 的 数学 直觉 . 他 的 最 著名 的 一 个 猜想 是 关于 模 形 式 
Fourier 展开 式 系数 的 估计 , 这 个 著名 的 拉 氏 狂想 于 1973 年 被 
1978 年 Fields 奖 获 得 者 Deligne 所 证 明 . 

1988 年 ,Lubotzky ,Phillips 和 Sarnak 对 于 每 个 素数 p, 构 作 
了 PP 十 1 次 拉 氏 图 族 . 换 包 话说 ,问题 3. 3. 1 对 于 =p 十 1 等 案 是 
肯定 的 . 他 们 的 办 法 是 :考虑 局 部 起 人 上 的 二 次 线性 群 
GL(Q,) 对 于 和 通 当 同 余子 群 的 商 群 . 利用 歼 村 流 形 上 拉 普 拉 斯 
算 子 和 它 的 谱 理 论 的 离散 模 氢 ,得 到 p 十 1 次 拉 氏 图 族 . 其 中 证 
明 它 们 的 次 根 丢 2 vp 十 1 一 1=2 YY 的 关键 之 处 , 正 是 利用 了 
上 面 ( 已 被 证 明 ) 的 拉 氏 猜想 ! 另 一 方面 ,1990 年 fields 奖 获 得 
者 、 苏 联 年 青 数 学 家 Drinfeld 在 几 年 前 曾经 对 于 函数 域 的 情形 
证 明了 拉 氏 猜 炉 的 一 个 类 比 命题 . 基于 这 个 结果 ,1989 年 
Morgenstern 对 于 每 个 素数 知 g 一 贿 芝 4, 构 作 了 2 二 1 次 拉 氏 图 
族 . 目前 ,这 两 项 结果 是 对 于 何 题 3. 3. 1 的 全 部 解答 , 除 此 之 外 我 
们 一 无 所 知 . 例如 对 于 上 =7, 人们 既 没 有 构 作 出 5 次 拉 氏 图 族 
来 ,也 证 有 证 明 出 ?7 次 拉 氏 图 族 是 不 存在 的 ， 

正 是 由 于 上 面 所 说 的 数学 背景 , Sarnak 等 人 把 次 根 云 
2 .一 1 的 连通 天 次 正则 图 称 之 为 拉 氏 图 ,以 显示 Ramanujan 的 

了 学 吕 * 


数学 工作 (以 及 近年 来 人 们 在 纯粹 数学 中 取得 的 重大 结果 ) 对 于 
图 论 和 通信 网 络 理论 的 新 的 影响 ， 

从 以 上 的 描述 可 以 感受 到 ,问题 3, 3. 1( 即 ;能 否 构 作 二 以 拉 
氏 图 族 ? 是 相当 国难 的 . 但 是 , 构 作 个 别 的 拉 氏 图 要 相对 容易 . 我 
们 在 下 面 两 节 将 介绍 用 有 限 域 构 作 拉 氏 图 前 一 些 办 法 ， 


$33.4 拉 氏 图 的 构 作 (一 ) :组 合 方法 


为 了 构 作 拉 氏 图 ,我 们 先 作 一 项 准备 工作 ,; 设 aoya ,as，…， 
dw-1 是 为 个 实数 ,出 


do dl dz dn dl 
dl 3 Hy da 0 
M (ao LF yen 17 一 | ds 3 人 tio 立 ] 


LIETIFT| 


HL ”一 3 一 

是 = 阶 实 对 称 方 阵 . 我 们 的 目 的 是 想 求 出 这 个 方 阵 的 所 有 个 

特征 根 , 设 w=e* jn, 我 们 有 部 知 的 公式 (对 于 整数 5) 
SY 网 如 果 上 5 是 吉 的 倍数 


0， 否则 人 

又 念 

Ti 一 二 (1 Te er pp so 1 (OI 一 ] 
利用 (17 式 可 知 < 和 rt*"" -1 是 两 现 正 交 的 向 量 , 再 今 

机 一 ae (Qin 1) 
则 对 每 个 整数 +， 

nm—l 里 一 了 

anv 一 jaw ow {2) 


(这 里 当 zw 守 n 时 ,规定 om 二 am-.) 


3.4.1 定理 (A》 当 n=2m 十 1 为 奇数 时 , 方 阵 Mtaosa,s 
1 的 5 个 特征 根 为 


力 一 ,a 和 |A| (和 i) 


(B)} 当 n= em 为 候 数 时 ， 方 阵 Ma 和 “ae_1) 的 着 个 特征 根 
为 


m 一 1 % 一 1 
= 和 CGI<m 一 1)， 

‘注意 和 二.,) 

证 明 (A) 设 #= 二 2m 十 1. 考 左 坟 阶 方 阵 

U= Cro TI rr TA 十 1) 
利用 xz.(0< 寺 rn 一 1) 彼 此 正 交 可 知 

UTU = nl,, 
从而 忆 是 可 道 方 阵 , 再 利用 (2) 式 不 难 验证 有 
Mao sas,)U 
如 A A | 14_。 
_ 必 te A WA s+ Tw a 


太 ww 1h wDA., ee Ww Te” Dm 


0 Ai 
和 A 0 


re 
由 于 CU 是 可 逆 的 ;从 而 Mf {ao yl ow-1) 相似 于 上 式 最 右边 导 
了 5 了 。 


=U 


个 方 阵 . 由 于 二 人 阶 方 阵 
0 A 
Hy 
的 特征 多 项 式 为 zr 一 AX; 一 0; 而 为 = 和 ;; 从 而 它 的 两 个 特征 根 


为 土 Ya4; 一 士 [l, 于 是 MCaor……,01) 的 特征 根 为 入 和 
土 | (01), 
(PB》 设 #=2m, 考 碰 n 阶 方 阵 
{7 = Cxh xr pt ,Xl 了 机 i J 
则 仍 有 
UU = ni, 
从 而 乙 是 可 道 方 阵 . 并 且 


M (a pt en] YU 一 上 7 A 人 . 


时 
由 
下 


0 A_ cm_1) 
As 1 0 


于 是 有 ao 0 的 到 个 特征 根 为 RE 和 士 [2 | (lf 
1). 证 毕 . 


现在 我 们 采用 组 合 方法 构 作 拉 氏 图 ,首先 利用 差 集 合 . 让 我 
们 回忆 着 集合 的 定 尺 2. 4. 1; 设 出 ,是 上 个 整数 (全 守 2) ,nn 
为 正 束 数 (n 守 2). 令 
SS= {dC 一 dl 和 ?1 关 j 了 世上 }. 
如 果 对 于 每 个 af1 委 6a 委 nm 一 1),3 的 天 2 一 1 个 数 中 均 怡 好 及 
个 办 nw» 同 余 于 ;就 称 也 == {dl dd 是 一 个 参数 为 《天 此 区] 
。 了 52 。 


的 差 集 合 , 我 们 有 
k(tk CO— 1) = An — 1). 

现在 设 D= {dd sd2s ;QQ 是 矢 数 为 Cn,, 录 的 差 集 合 ， 我 们 
如 下 构 作 一 个 图 GC(D):; 它 的 顶点 集合 为 Z/nZ, 即 有 个 顶点 ， 
为 模 有 的 x 个 同 余 类 ,可 用 0,1,2,…,n 一 1 表示 (今后 每 个 整数 
均 看 成 是 Z/nz 中 元 素 , 即 表示 这 个 整数 所 在 的 模 n 同 余 类 ). 
男 一 方面 ,顶点 i 和 j 有 边 相 连 , 当 且 仪 当 i 十 7€E D(C 即 指 存在 某 
个 如 1 全 1S 使 得 i 十 j 三 di( mod n)). 例如 :顶点 0 的 邻居 为 顶 
点 dirdzr*… dr; 而 顶点 1 的 分 居 为 顶点 di—l1:d:—1;"*" ,di—!1 
等 等 ,不 难看 出 ,图 GCD) 的 联系 方 阵 为 本 节 开 头 所 引入 的 阶 
方 阵 Go ya | 12 其 中 


一 1， 当 i ED 时 
0， 否则 
CD) 是 具有 = 个 顶点 的 二 次 正则 图 . 
我 们 现在 证 明 


3.4.2 定理 对 于 每 个 差 集 合 也 ,GD) 是 拉 氏 图. 
证 明 根据 定理 3. 4. 1 ,Miao a a 1) 的 n 个 特征 根 的 


移 对 值 为 一 之 ju 一 和 
| arr| 一 Dw,| (1 tn — 1). 

但 是 | 

| Z| 一 | uw | sw") 


点 


上 
一 > we) 十 > Ta) 
T=1 
j=! 


" 13"* 


右边 第 一 个 和 式 显 然 为 有 ,而 由 差 集 合 的 定义 可 知 第 二 个 和 式 
为 (注意 1 所; 二 nn 一 1) 


iu- 1 
i=1 4 一 小 
于 上 蚌 | Sw | 一 vk (lO 1), 
TS 


这 就 表明 * 个 特征 根除 了 一 个 为 之 外 ;其余 a 一 1 个 的 绝对 值 
均 为 v 关 一 4 国 此 图 CD) 的 次 根 为 AAS2 vy 一 1. 导 GCD) 是 
拉 氏 图 . 

注 记 (1) 根据 定理 3. 2. 3 我 们 知道 CDD) 是 连通 的 ,并 且 
不 是 双 份 图 . 

《2) 这 种 由 差 集 合 构 作 的 连通 不 次 正则 图 ,次 根 v 有 一 大 比 


2 .一 1 要 好 . 但 另 一 方面 ,我 们 却 不 能 由 此 构造 出 站 次 拉 开 图 
族 , 因 为 对 每 个 固定 的 上 衬 2, 我 们 不 能 构 作 出 无 穷 多 个 参数 为 
(ns 包 ,A) 的 差 集合 来 (由 于 Ck 一 1)= 二 Xn 一 1), 从 而 > vn 一 1， 
于 是 上 随 着 = 的 增 大 而 增 大 )， 

(3》 利 用 有 限 域 和 其 他 办 法 ;目前 已 构 作 出 许多 差 集 合 系 
列 , 从 而 可 以 采用 定理 3. 4. 2 构 作 出 许多 拉 氏 图 , 进而 ,本 书 中 的 
差 集 合 是 加 法 循环 群 Z/az 上 的 差 集合 . 事实 上 ,可 以 用 任意 有 
限 阿 贝尔 群 上 的 差 集合 来 构 作 拉 氏 图 . 


我 们 还 可 以 用 第 2.7 节 介绍 的 mm 序列 来 构 作 拉 氏 图 ,在 此 
之 前 ,我 们 先 介绍 有 限 域 中 的 两 个 映射 . 对 于 有 限 域 Fr 的 每 个 
元 素 Gy+ 念 


T(a)= a 一 a 十 ie 十 时 十 十 2 


如 果 0; 令 
* Jod* 


由 于 
Ta = Catat 二 a ta ) =a ta 二 +a 十 < 
=1T(a)， 
Naf= (ararar ar =atrar gr ra—=N (a), 
从 而 了 Ta 和 Na) 均 属于 五 (注意 五 中 9g 个 元 素 恰 好 是 方程 x 
一 二 一 0 的 全 部 解 ). 于 是 我 们 有 了 映射 
T,F-— FF,, 
N:F» — F:. 
工 和 分 别 叫 作 上 其 Fw 到 FF 的 迹 映 射 和 范 上 映射 . 而 荆 (a) 和 
NCa) 叫 作 元 素 a 的 迹 和 范 . 下 面 是 这 两 个 映射 的 基本 性 质 . 


3. 4.3 3 引 理 (1) 了 T,Fy 一 FF 是 满 射 . 并 且 对 于 FF 中 每 
个 元 素 as 中 恰好 有 g ' 个 元 素 工 使 得 T(x) 二 a. 
(2) N;F% 一 Fr 是 满 射 ,并 且 对 于 Fr 中 每 个 元 素 a, 氛 中 
恰好 有 人 委 二 | 个 元 素 = 使 得 N(x) 一 a. 
《3) 对 于 zyE 机 "和 ae 王刚 
Tr y=T(r)+ Ty Tar}=aT(r), 
N(xzy) = NCrIN(GY), 
证 明 (1》 对 于 每 个 a€F,, 满 足 丁 (x) 二 a 的 元 素 xz 是 方 
程 
fn)=x 二 十 十 4? 十 z 一 a 一 0 C#) 
的 解 . 由 于 f" (z) 一 1 天 0, 从 而 此 方程 有 :个 不 同 的 解 ,对 于 
此 方程 的 每 个 解 zx, 我 们 有 
2 十 车 二 a 
+ 55 。 


于 是 {注意 xE F,) 
4 一 相 一 (十 下 ”十 十 和 十 2 
二 x 十 十 十 1 
比较 上 面 两 式 可 知 x 二 +; 即 zxE Fey. 从 而 方 咎 (* ) 的 所 有 解 均 
属于 F, 即 满足 T(Cz 一 2 的 Fe 中 元 素 + 怡 好 有 有 下! 个. 
类 似 地 可 证 明 (2) ,而 (3) 由 定义 直接 推 得 . 


3.4.4 引 理 设 p 为 系数 ,gq 二 p(n 之 1) .TT 是 从 所 到 F， 
的 迹 映 射 . 则 对 于 aE Fn=e*” i， 


Ti 一 了 车 a 关 0 
BER, 9， 若 a = 0. 
证 明 若 s=0, 显 然 
2 — 人 各! 一 g 
如 果 as 天 0, 刚 当 占 过 FF; 中 所 有 元 素 时 ,ab 也 如 .出 , 于 是 
人 oT) 一 - = ” 


根据 引 理 3, 4. 3, 对 于 F, 中 每 个 元 素 cC0<e< ,一 1)，P, 中 恰好 
有 gi/p 个 元 素 上 使 得 个 (5)=c. 于 是 
Ze SI LS 0. 


bE 二 愉 | 


证 毕 . 


现在 用 第 2. 7 节 介 绍 的 靖 序 列 来 构 作 拉 氏 图 , 设 39 一声 ,其 
中 p 为 素数 #1， 令 
C 一 Co ces 
是 F, 上 的 一 个 级 的 有 nr 序列 (周期 长 度 为 yr 一 1), 于 是 c 均 为 
» js56* 


F, 中 元 率 ， 我 们 现在 构 作 一 个 图 Gc). 它 的 顶点 集合 沟 [vo sw ' 
… or_i}. 而 顶点 和 w 有 边 当 且 仅 当 cq 一 1.GKc) 有 站 一 1 个 
顶点 . 不 难看 出 图 C(c) 的 联系 方 阵 有 形式 Maoyaly an-:)， 
其 中 


”lo， 否则 
由 于 zr 序列 c 的 一 个 周期 中 共有 9 个 1( 定 理 2.7.2), 从 而 ao， 
人 :ay_s 中 恰 有 of 个 1, 于 是 (OO) 为 J 次 正则 图 . 


3.4.5 定理 当 w# 之 2 时 ,Gle) 是 具有 一 1 个 顶点 .yg ' 次 
正则 的 拉 氏 图 . 

证 明 根据 定理 3. 4. 1,; 我 们 只 和 需 证 明 : 对 于 w= 
er" “TY 和 1<i<Y 一 2， 


二 Faw 
的 绝对 值 沟 不 超过 2 vo 一 1 注意 
oo 
_ 1S ue» ， 《3 引 理 3. 4. 4) 
qm ieF 


其 中 一 e* 全 , 工 是 FF 对 于 Fj 的 迹 映 射 ,5 二 0 对 于 上 式 有 边 
的 贡献 为 


十 Zun = 0 (注意 1 < 委 1 委 人 一 2). 
从 而 上 式 右 边 等 于 


* 了 D7。 


立 
1 1 一 了 人 Ti ) tes 
Te Ly “= > tb} 三 


个 + BE PF" Yser* 


于 是 
ee 


他 EF, 


令 下 二 dbst 二 s 一; 则 上 式 右 边 等 于 
J 一 将 
二 >, 1 es ea 


do 水 ten 


| 一 上 > we Tl dy 六 me 3 Tp de 


了， EF 
根据 第 2. 6 和 2. ?7 节 , 序 列 Lc 一 de 的 第 s 位 恰好 为 cr 一 dc,( 其 
中 工 是 左 平移 算 子 ). 所 以 1c 一 cj10 二 ss 二 9 一 2 恰好 是 Le 
一 de 的 一 个 周期 . 如 果 cESCA) ,其 中 zx) 是 F,[x] 中 % 次 本 原 
多 项 式 , 那 未 L'cvdc 和 Lec 一 dc 均 属于 SC, 于 是 存在 唯一 的 
09" 一 2) ,使 得 L 克 一 de, 而 当 t 关 ty 时 ,Lc 一 dc 为 S07) 
中 非 零 序 列 , 所 以 仍 为 nn 级 ms 序列, 当 +t 隆 ty 时 ,mm 序列 Lic 一 de 
的 一 个 周期 fc4 一 de 10 夸 s 守 Fr 一 2} 中 共有 下 一 1 个 0 和 
个 a( 对 每 个 2aE FF ), 因此 当 zis 时 ， 


人 一 全 


jude = Ko: 一 1 } aq"! 2 TI 


ek | EP 


=—1+g 之 rar 一 一 1 《 引 理 3， 二 4)， 


t= 


S Sree, :de 《en 一 1 ees— 到 


硬 1D8* 


IE 


人 一 
一 groia _ 之 zen = qv ， 


于 是 
一生 >, we Tl eg 
bE 
0" > Te 人 > ， Ba 
dE PF, he RF 
又 根据 引 理 3. 4. 4， 
人 > Tree- 一 一 1， 和 若 4 关 1. 
se Fe 好 一 下 若 d= 二 1,， 
于 是 
[2 =g" 于 《一 wo 一 jw] 
ter 
本 于 二 


=gqg" [gq— 之 rm] 《 易 知 二 二 0). 
世 亡 忆 " 
注意 总 是 满足 Lc 一 de,0 志 wy 世 y 一 2 的 唯一 的 整数 . 现在 利用 
定理 2. 6. 6. 若 < 对 应 的 震级 数 为 雏 恕 ， 则 Lisc 和 de 对 应 的 徊 级 
数 分 别 为 [zx 1 和 gCz)]/FCz) 和 dg(zx)/fCz). 从 而 
Xglr) dgtr)y (mod fCr)). 
由 于 g(x) 与 A(z) 互 束 , 因 此 
l=z "=dx (mod fir))., 
由 于 1=1 ,从 而 z==] (mod Cr))， 由 于 = 次 本 原 才 项 式 
(x) 的 周期 为 g 一 1. 从 而 (一 1) | 一 1), 即 2 ss. 由 于 


0<rse 一 2 中 满足 此 条 件 的 ze 只 有 g 一 1 个 , 即 二 lO 


" 159* 


4 一 2) ,所 以 {041dE FF ) 恰 好 就 是 这 9 一 1 个 整数 . 于 是 


呈 一 
= uv 《其 中 v= 一 eeD)》 
-fe 若 (9 一 1)]li，1 折 1! 寺 一 2 


于 是 | 过 g 下 才 4 一同. 即 1W1 和 2 YF 一 了 ,类 而 GO 是 


拉 氏 图 (并 且 由 于 =q”' 为 其 联系 矩阵 的 单 章 特征 根 , 而 一 不 


是 特征 根 , 从 而 (ce) 是 连通 的 ,并 且 不 是 双 份 图 ). 证 毕 ， 
上 面 我 们 实际 上 证 明了 9” ' 次 正则 图 GCte) 的 次 根 为 

9 ， 当 4 苑 3 时 ， 

2 下 ， 当 g 二 2 时 . 

根据 定理 3.2.5 可 知 当 gq==2 时 ， 


log (2"— 2) 
dG | | ] 
og 2) 
_ 2nlog2 二 2log(l1— 2- "0) _ 
从 而 当 # 之 2,9 二 2 时 ,图 GCD) 的 直径 为 2. 而 当 之 3,9 衬 3 时 ， 
、 log ( 一 2) 
dG | ed am) + 


_ [|2nlogg+ 2log (1 —29 7 ) _ 
| (no 1 logg j+1 3 


AKCrTCC] -] 


因此 Ce 的 直径 为 2 或 者 3. 再 根据 图 GLD) 的 定义 ,我 们 得 到 sm 


序列 如 下 的 性 质 . 


起 . 4. 而 定理 设 c 二 cos eecn ae 是 有 限 域 下， 上 的 对 


级 mr 序列. n 宇 3. 
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《1) 当 g 二 2 时 ,对 于 任意 两 个 非 负 整数 2 和 j,; 均 存在 整数 
下 * 司 得 cy 4 二 cx+ ,= 二 1， 

(2》 当 gq 之 3 时 ,对 于 任意 两 个 非 负 整数 i 和 j, 均 存在 整数 
和 ,使 得 ci 二 cey1 二 ti; 二 1， 


3.4.7 习 题 
i. 设 荆 为 有 限 域 Fr 对 二 FE 的 迹 缺 射 ,a 为 下 中 一 个 本 了 原 元 素 , 对 于 Fy 
中 非 零 元 来, 令 = 了 TBw] Ci 一 0,1;2,**) 求证 
c = cocacae 
是 下 上 的 级 吉 序 列 , 并 且 F, 上 的 每 个 n 级 芭 序列 c 均 可 表示 成 这 种 
形式 , 即 Fr 中 必 有 某 个 本 原 元 素 * 和 非 堂 元 率 8, 使 得 
c= Tia) (= 0,1,2,"). 
2. 设 ma 为 中 一 个 本 原 元 素 . 了 表示 Fr 对 于 瑟 , 的 迹 .如果 g=2， 
则 对 枉 守 贡 个 整数 i 和 上 j, 均 存在 营 数 点, 使 得 
Tott) 一 了 (ec 一 1. 
如 困 # 之 3, 则 对 和 任意 两 个 整数 i 和 jj, 雇 及 下 中 任意 非 零 元 察 a, 均 存 
在 整数 上 和 上 使 得 
Te 一 了 (opt 一 了 了 (e+ 门 一 可 
3. 设 "之 2,a 为 Fs 中 一 个 本 康 元 素 ,T 表示 Fr 对 于 FF, 的 迹 映 射 . 
(A ) 对 于 任意 两 个 正 整 数 和 六 以 wa 门 表示 满足 了 (e+ 所 一 
To 站) 一 1 的 整数 上 COSTY 一 2? 的 个 数 . 则 
了 J ， 若 宇 1mod Ff 一 1) 


- 。 ,| 一 1 
Ns (i,j) = 0， 若 :天 Fmod fF 一 1) :二 jmod 7) 


fr?， 车 i 六 jtmod 全 二) 
{BD 以 Na 站 表示 满 旺 T(e+ 和 一 Tel+ 呈 一 人 Co 站 一 1 的 整数 对 
{0 一 2) 的 个 数 , 求证 
= jl* 


qi 十 go 一 人 2， 著 TKe+ 人 一 ] 
MNali,] 了 -| 


2 一， 若 了 (er+ 门 一 0 
gg 若 Trt’) 关 1,0 
《C)? 由 下 上 = 级 产 序列 c 构 作 的 图 
Gc) 的 直径 为 
4G = 各 9 一 
- 3， 若 4g 字 3. 


4. 设 n 主 3, 求 证 x 个 厦 点 的 连通 ?次 正则 图 
Cn 必 ' 为 拉 氏 图 5 所 以 同 题 3. 3. 1 对 于 不 二 2 
答案 是 肯定 的 ) ,其 中 心 . 如 图 6 所 示 ， 


3 3.5 拉 氏 图 的 攀 作 (二 ) ;有 限 域 方法 


上 节 中 我 们 利用 差 梨 全 与 as 序列 的 组 全 特性 构 作 了 一 系 
列 拉 氏 图 ,其 中 也 利用 了 有 限 域 的 知识 , 本 节 中 我 们 进一步 应 用 
有 限 域 的 结构 来 构 作 拉 氏 图 . 

设 户 为 穴 数 ,整数 c 这 2, 并 且 cp 一 1). 令 p 一 1=c 愉 ,并且 
设 上 之 2. 以 g 表示 有 限 域 下, 的 一 个 本 原 元 素 , 由 gg 是 模 户 的 原 
根 . 则 Fi 二 {g 一 1,8,8: 1187 念 

SS= Ig = gp ,gg '*) 
则 5 中 下 个 元 京 恰好 是 F; 中 可 以 表 成 c 坎 窒 的 那些 元 素 . 令 
= 人 若 zE 3 
0， 否则 . 
以 Gp:o) 疙 示 联 系 方 阵 为 M(aa va 的 图 .这 是 具有 jp 
个 顶点 的 有 次 正则 图 . 邵 果 以 mo 表示 图 中 户 个 顶点 ， 
则 图 中 顶点 w 和 mm 之 回 有 边 的 充分 必要 条 件 为 i 十 jES. 我 们 
= 了 


现在 估计 图 Gkzpc) 的 次 根 , 即 估计 方 阵 Cao ,as_1) 中 除了 
大 根 志 之 外 的 其 余 特 征 根 ， 
根据 定理 3. 4. 1 , 方 阵 Ma …var 的 所 有 特征 根 可 表 为 

{ 仿 Ti 一 22 i 

加 二 之 ja 一 和 ”处 二 十 | Sa 
为 了 估计 (1 所: 筷 p 一 1), 我 们 定义 如 下 的 映射 

Pr — Zp 102, 
5 一 5) 一 

其 中 i 是 由 :二 g' (mod 户 ) 决 定 的 整数 . 由 于 的 阶 为 p 一 1, 满 足 
s 三 g'(mod p) 的 不 同 整 数 /彼此 相差 Cp 一 1) 的 倍数 ;从 而 /作为 
Z/(p 一 1)Z 中 的 元 率 是 唯一 确定 的 , 8 是 集合 Fi 与 2/(p 一 1)Z 
之 间 的 一 一 对 应 ,并 且 有 如 下 性 质 ; 

Hss = Fs ps =) Hl)=0. 
不 难看 出 ,F; 中 元 素 ; 属于 集合 5 的 充分 必要 条 件 是 ci gs). 
令 “一 近 “由 于 


Boal 


一】 D， 若 ce 下 
2 本 全 车 cj 


Sm 省 车 5 全 四 
cy 车 5 己 9， 
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其 中 G0) == 之 /ww*" 通 常 叫 作 有 限 域 F, 上 的 高 斯 和 . 当 /一 0 
有 时 ， 


-1 - 
G0) = Sar ~ Sw 1——1 
"二 1 :0 


产 一 

| 三 (站 | 一 > Tp 
#411 二] 
ps—1 


= 一 TE 
4 中 二 


ep) 
令 := 二 #1, 则 
疡 一 | 
| r A 0 - 
G0) | 一， 2 wer 1) oiPpe) 
rl 


pp— 1] p—1 
~ > PL > Tt 1) 
下 一 1 


TJ™™l 
rr 一 1 


一 wp 一 1) 十 人 zero( 一 1) 


一 | 


一 部 一 之 zero (由 于 41) 一 0) 
一 2 

=p 一 之 wx 〈 由 于 9 是 一 一 对 应 ) 

一 办 (由 于 i 所 7 筷 c 一 1). 


因此 
I vp Ui 和 1), 


= 一 了 < 
#1= 记 | DGD IED) 
7 Py 
= 二 (1 十 (一 D VB). [< 她 1. 
于 是 图 G(p,c) 的 次 根 委 一 (1 十 (c 一 1) w 户 ). 由 于 CCpsc) 是 天 


* 了 0 了。 


人 一次 正则 图 . 所 以 当 


dat YP EN (= ) 


时 ,CC(p,c)? 为 拉 氏 图 , 当 p 充分 大 时 ,这 个 不 等 式 的 左边 和 右 这 


的 主要 部 份 分 别 为 一 VF 和 2,/2. 所 以 当 二 1<2/ 寺 时 , 关 
1 所 5 时 ,对 于 充分 大 的 率 数 户 ,(# ) 式 成 立 , 根据 数论 中 一 个 
著名 的 定理 . 对 每 个 正 整 数 c, 满 足 c|1(p 一 1) 的 率 数 p 有 无 穷 多 
个 , 所 以 对 于 每 个 c,1 志 cc 之 5, 我 们 构 作 出 无 窃 多 个 拉 氏 图 
人 (办 :ec)。 

综合 上 述 ,我 们 证 明了 ， 


3.5.1 定理 设 < 是 整数 ,1 委 c 委 5. 为 素数 ,并 且 p 一 1 
一 忆 , 其 中 上 为 整数 ,大 2, 刚 当 


二 Gd+C-DVE)<S2A/ Ei Cx*) 


时 , 记 个 顶点 的 2 一 次 正则 图 GCp,c) 是 拉 攻 图 ， 


注 记 ”我 们 在 证 明 中 利用 了 高 斯 和 的 估计 1G(C 站 | = vv 了 
(jc 一 1), 事实 上 ,可 以 对 高 斯 和 G( 六 的 值 作 更 精确 的 计 
算 , 从 而 能 够 去 掉 定 理 中 的 不 等 式 条 件 (* ), 并 且 还 可 允许 c= 
6. 即 可 以 证 明 对 每 个 1 志 c 志 6, 和 素数 p(p 一 1 二 chk, 这 2)， 
etpaic) 均 是 拉 氏 图 ， 

注 记 以 上 我 们 是 利用 有 限 域 FF, 构 作 出 拉 氏 图 ,对 于 等 个 
率 数 筹 9, 利 用 有 限 域 FE, 和 F, 上 的 高 斯 和 计算 ,我 们 可 以 构 作 


出 具有 4 个 顶点 的 95 次 正则 拉 氏 图 ,其 中 1<c<<6, 而 41 是 


之 2 的 整数 . 
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近年 来 ,人 们 利用 有 限 域 构 作 了 许多 拉 氏 图 ,在 估计 这 些 图 
的 次 根 时 ,采用 了 有 限 域 上 各 种 特征 各 的 估计 ,这 些 佑 计 本 质 上 
均 基 于 关于 代数 曲线 在 有 限 域 中 解数 的 着 名 的 Weil 定理 . 在 这 
本 小 册子 中 我 们 无 法 介绍 关于 有 限 域 的 这 些 深刻 的 理论 . 所 以 
下 面 我 们 只 分 绍 结 果 而 略 去 证 明 . 


3. 5. 2 《〈 人 金 芳 芝 ,1989》 设 ! 衬 2.8 为 有 限 域 所 中 一 个 本 
诛 元 素 ,w 是 Fi 中 一 个 元 率 , 使 得 所 二 Fj(w); 即 w 是 下 [xz] 中 
一 个 六 次 不 可 约 方 程 的 根 . 设 F, 中 个 元 素 为 Ci ray 区 设 

we == pp (1) ， 
其 中 整数 4; 看 作 Z/ Cg' 一 1)Z 中 的 元 素 是 唯一 确定 的 . 于 是 我 
们 得 到 Z/(g 一 1)Z 中 的 了 元 子 集 
S = {did ,d,)}. 

现在 我 们 构 作 一 个 具有 ?一 1 个 顶点 的 g 次 正则 图 友 (@,z), 它 的 
顶点 是 mo …zr-: 而 顶点 wv; 和 w; 有 边 的 充分 必要 条 件 是 i 
十 jEs. 我 们 知道 ,图 cq,t) 的 联系 方 阵 沟 M Caosais "as_ 1)， 
其 中 


人 车 iES 
0， 否则 
并 且 这 个 方 阵 的 所 有 特征 根 的 绝对 值 为 上 和 
jw | (1g 2)， we UD 

利用 N. Katz( 普 林 斯 顿 大 学 著名 数论 学 家 ) 对 于 特征 和 的 一 个 
估计 ,可 以 证 明 上 述 绝对 值 均 小 于 等 于 (一 17 yg ,特别 当 1==2 
时 ,KK(q,2) 是 拉 氏 图 (具有 ¥ 一 1 个 顶点 的 g 次 正则 图 ,次 根 小 
于 等 于 ”9 ). 

*。 了 66 。 


3. 5.3 《( 李 文 稻 ,1990) 以 表示 后 "对 于 瑟 , 的 范 映射 ， 
N= 二 {XEF$ Nir) 二 1}; 则 NN 共有 (gr 一 1)/(q 一 1) 个 元 素 ( 引 
青 3. 4. 3). 设 {coyely ycr-1} 为 Fr 中 gq" 个 元 素 , 现 在 构 作 图 
和 ten: 它 的 顶点 为 1posu 和 yo 顶点 和 了 芭 有 过 的 充分 任 
要 条 件 是 ci 十 ci 易 知 这 是 具有 下 个 质点 的 (一 17709 一 1 
次 正则 图 . 它 的 联系 方 阵 是 与 加 法 群 Fm 有关 的 一 个 方 阵 . 利用 
Delinge 给 出 的 一 个 特征 和 的 估计 ;可 以 证 明 图 六 (gq") 的 次 根 小 
于 等 于 n v9 一 1. 特别 当 * 一 2 时 ,X(o2? 是 拉 氏 图 ， 


3.5.4 “ 李 文 吊 ,1990) 设 N 是 :对 于 FF, 的 范 映射 ,N。 

二 1fE€FPt]NCr) 王 11; 定 光 
NX Fr = {abla EE Nb EE F:), 

出 NF 共有 gg (gq 十 几 个 元 妆 , 设 它们 为 ciyczy'ryc sn 二 (gq 
十 1). 现在 构 作 图 L (9 ) : 它 的 硕 后 全 体 为 下 1 9 ne 春 顶 点 Di 
和 ry 之 间 有 边 的 充分 必要 条 忻 为 as = pbs ;其 中 GG= Can) *€) 
二 《qos). 图 L(g ) 具 有 C9 十 个 质点 并 且 是 Cw 十 1) 次 正则 
图 . 利用 玉 eil 定理 可 以 证 明 这 个 图 的 次 根 志 2 va ,从 而 是 拉 氏 
图 . 

类 似 方 法 还 可 作出 具有 (gq 十 1 一 1) 个 顶点 的 (9 十 1) 次 
正则 拉 氏 图 (9g 为 素数 项). 


3.5.5 《 李 文 哪 ,1990》 设 nn 守 2,N 是 x 对 于 严 , 的 范 映 
射 ,NN 一 {xzEF? IN(Cr) 二 1). 令 1E Fr 使 得 Fr 一 F(2). 令 5= 
{tata) laE FF}, 易 知 S 中 共有 94 十 1 个 元 素 , 并 昌 
为 N， 的 于 集合 . 设 NN 中 全 部 元 素 为 Ciyczy Cr 一 《一 1 ， 
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《一 1). 现在 袍 作 图 LCo") ; 它 的 顶点 汶 voy, 而 vw 种， 
有 边 的 充分 必要 条 件 为 cicj; 七 5. 这 是 具有 (Fr 一 1)/(9 一 1 个 顶 
总 的 (9 十 1) 次 正则 图 . 利用 Weil 定理 可 以 证 明 图 L(g") 的 次 根 
< 和 (na 一 2) 9 .所 以 了 (gs 和 工 "(90 是 拉 氏 图 . 


以 上 年 近 年 来 利用 有 限 域 构 放出 的 一 些 拉 氏 图 , 但 是 任何 
一 种 方法 都 没有 构 作 出 新 的 次 拉 氏 图 族 来 . 目前 的 一 个 普 壳 
看 法 是 :为 了 构 作 拉 氏 图 族 , 不 能 只 用 有 限 域 的 加 法 结构 和 乘法 
结构 ,甚至 用 交换 群 也 是 不 行 的 ,需要 采用 适当 的 非 交 换 群 和 它 
的 表示 理论 . 这 就 为 研究 群 表示 论 的 人 们 开辟 了 一 个 新 的 研究 
课题 ， 


3.5.6 要 题 
设 * 为 正 整数 ,c 关 2,p 为 素数 并 且 c1(p 一 1) ,> GCpsc) 是 本 节 


定义 的 具有 p 个 顶点 的 一 次 正则 图 . 求证 


{1 当 产 充 妈 大 时 ,tpoc)? 的 直径 安 3. 
(2) 当 疡 充分 大 时 ,对 于 任意 正 整 数 : 和 产 均 存在 正 整数 点 和 和， 舍得 i 十 
大 起 十! 得 HH 均 是 FF; 中 元 素 的 ec 次 等 . 
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附 采 


有 没有 10 队 有限 射影 平面 ? 


基文 强 〈 寺 港大 学 数学 系 ) 


1. 宴 客 问题 


有 本 介绍 趣味 数学 的 经 典 之 作 , 名 叫 # 数 学 游戏 与 小 品 》, 是 
波 尔 (W. WW. ROUSE BALL) 在 1892 年 的 著述 , 这 本 人 馈 有 趣味 的 
书 问 批 后 ,出 了 很 乡 个 版 本 ,里 面 陆续 增添 了 一 些 别 的 名 家 手 
笔 , 第 10 章 是 以 这 样 一 个 问题 开 首 的 ， 

一 位 好 客 的 女 主 人 人 打算 递 请 她 的 七 住 朋 友 来 家 里 晓 

宰 , 每 晚 她 只 能 招 和 村 三 位 宾客 ,但 她 希望 任何 两 位 朋友 

者 恰好 在 一 闫 晓 妆 土 见面 ,她 应 该 起 样 实 排 呢 ? 

请 读者 先 尝试 安排 ,不 久 你 便 会 发 现任 何 两 晚 的 宾客 中 必 
须 有 一 位 相同 . 换 句 话说 ,如 果 第 一 晚 她 邀请 4.58.C, 第 二 晚 好 
邀请 五 下 ,这 样 下 去 肯定 安排 不 成 . 一 个 安排 方案 是 这 样 的 ， 

第 一 晚 邀 请 4.B、C; 第 二 晚 邀 请 A、D、E; 

。 了 59 * 


第 三 晚 洲 请 4、f. 避 ;第 四 晚 洲 请 B,D,F，; 
第 五 晚 洲 请 8、.E.G; 第 六 晚 蓝 请 CD,G， 
第 七 晓 邀 请 CE,F. 
我 们 也 可 以 用 一 个 图 表 
示 这 个 方案 ( 见 图 7) ,图 中 有 
七 点 .每 点 表示 一 位 女 主 人 
的 朋友 ;才干 个 点 组 成 的 集 
合 叫做 北 , 有 七 条 线 , 每 条 线 
由 三 点 组 成 , 即 是 那些 在 同 
一 晚 被 洲 请 的 宾客 . 这 个 图 
兢 有 和 名 向 ,可 以 说 是 组 合 数 
学 上 风 藉 最 劲 的 图 形 了 1 由 
于 数学 家 范 诺 (G. FANO) . 图 7 
在 1892 年 提出 这 个 图 形 ,今天 我 们 称 它 作 范 诺 构 形 (FANO 
CONFIGURATION ), 它 的 正式 “学 名 ”可 是 PG (2,2), 即 是 定 
义 在 二 元 域 上 的 二 维 射影 几何 ,是 一 种 有 限 射 影 平面 .有限 射影 
平面 是 这 篇 文章 的 主角 ,我 们 要 探讨 的 问题 是 有 没有 某 种 有 限 
射影 平面 ?如 果 沿 用 吉 客 问题 的 谨 言 , 女 主人 打算 邀请 一 百 一 十 
一 位 朋友 来 家 里 晚宴 ,每 晚上 只 能 招待 十 一 位 宣 客 ,但 又 要 求生 何 
两 位 朋友 都 恰好 在 一 次 晚 宣 上 见面 ,她 应 该 怎样 安排 呢 ? 一 个 安 
排 方案 是 个 叫做 10 阶 有 限 射 影 平 面 的 东西 .1988 年 12 月 20 日 4《 弓 
约 时 报 XNEW YORK TIMES 刊载 了 一 则 新 闻 ,报导 加 拿 大 康 
册 迪 亚 大 学 (CONCORDIA UNIVERSITY) 林 永 康 
CLEMENT LAM) 教 授 带 领 一 个 研究 小 组 ,运用 电脑 验算 获 
至 元 分 证据, 认定 不 存在 一 个 10 阶 有 限 射 影 平 面 ,也 就 是 说 ,上 
述 的 问题 是 解 站 不 了 的 .读者 会 问 :* 数 学 家 只 晓得 请 客 吃饭 吗 ? 
为 什么 对 这 个 问题 产生 兴趣 ?什么 叫做 有 限 射 影 平 面 ? 亡 跟 哪些 
*。 了 70 。 


数学 扯 上 关系 ?? 请 读者 稍 安 毋 躁 , 听 我 慢 惕 道 来 . 
2. 射影 几何 和 有 限 射 影 平 面 


射影 几何 的 研究 , 始 自 法 国 数学 家 币 沙 格 (G. DESAR- 
CUES) 在 16395 年 的 著作 ,但 这 些 工作 在 当时 并 没有 得 到 重视 ， 
没有 引起 什么 反 哆 . 直至 再 过 了 几乎 两 个 世纪 后 , 另 一 位 法 国 数 
学 家 豆 赛 列 (J. VY. PONCELET) 深 受 教师 蒙 日 (G. MONGE) 和 
卡 庄 (L. NN. M.CARNOT)} 的 影响 ,在 1822 年 发 表 了 他 的 射影 几 
何 学 说 ,射影 几何 才 备 受 数学 界 重 视 , 更 成 为 19 址 纪 揭 几何 研究 
重点 ， 

那个 时 蛋 的 射影 几何 建 基 于 欧 氏 空间 的 几何 ,让 我 试 以 欧 
氏 平 面 为 例 作 解释 ,如 果 访 者 对 当中 一 些 术 语感 到 陌生 的 话 , 大 
可 呈 过 这 一 段 解 释 续 君 下 去 . 为 了 不 让 平行 钱 享 有 与 众 不 同 的 
特殊 地 位 (不 平行 的 直线 延长 必 相 交 , 平 行 的 直线 不 论 怎 样 延长 
者 不 相交 ) ,我 们 对 平面 补 添 一 些 “ 理 想 点 ”. 对 每 一 组 平行 线 我 
们 补 溪 一 点 ;不妨 视 作 这 些 平行 线 的 公共 相交 点 ;全 部 “理想 点 ” 
组 成 一 条 "理想 线 ”, 于 是 原来 的 平面 变 成 一 个 射影 平面 ,里面 任 
何 两 线 相交 于 唯一 的 一 个 点 ,任何 两 点 决定 唯一 的 一 条 线 . 如 果 
采用 坐标 几何 的 性 用 手法 ,我 们 应 该 怎样 措 述 这 些 补 添 的 点 和 
线 呢 ?考虑 通过 床 点 的 一 条 直线 ,在 这 条 直线 上 取 一 点 , 设 为 
(z,y),(z/ 训 13y/ 训 ) 是 直线 上 距 原点 更 远 的 一 点 ,(zx/ 二 ,yy/ 二) 
是 直线 上 距 原 点 叉 更 远 的 一 点 ,…… ;这样 沿 着 直线 一 直 走 , 便 
会 越 走 越 接近 那个 “理想 点 ”了 . 所 以 , “理想 点 ”的 坐标 有 些 象 
(zy70,370)， 但 用 0 除 x 和 >，* 那 怎么 行 呢 ? 一 个 转弯 抹 角 的 说 法 


”7 了 * 


是 用 (zy, 0 表示 那 一 点 ,把 0 穹 在 最 后 的 位 置 ,只 在 于 表示 意 
图 而 非 实施 用 0 除 = 和 为 求 一 致 ,我 们 索 性 把 全 部 点 都 写成 
(Cryvyz)* 不 过 大 家 需要 先 约 好 , 当 < 关 0 时 ,这 个 点 其 实 是 (xy/z， 
yyz); 换 句 话 说 ,所 有 (&z, 大 yykz) 史 天 0 必须 给 视 作 相同 的 点 ， 
数学 上 有 个 叫做 等 价 关 系 (EQUIVALEINCE RELATION7 和 等 
价 类 (EQUIVALENCE CLASS) 的 概念 , 正 是 为 了 描述 这 种 情 
沈 而 讽 的 . 和 履 得 等 价 关系 的 该 者 便 晓 得 刚才 的 投 述 可 以 精确 地 
写作 (RN\0})/ 一 ,对 二 维 实 向 量 a 和 8 来 说 ,a~Bta 等 价 于 户 
表示 有 非 零 实数 请 使 一 让. 这 样 得 来 的 等 价 类 集 记 作 PG C2， 
及 ) ,叫做 一 个 二 维 实 射 影 几 何 , 或 称 作 一 个 实 射 影 平面 . 更 一 般 
地 ,下 可 给 换 成 一 个 任意 域 FF( 不 懂得 什么 是 域 的 读者 可 以 把 它 
看 作 是 一 个 里 面 能 进行 四 则 运算 的 集合 ),3 可 给 换 成 n 十 1, 得 
到 的 等 价 类 记 作 PG(a,P) ,叫做 域 严 上 的 关 维 射影 几何 (Cn 一 
DIMENSIONAL PROJECTIVE GEOMETRY)， 

20 世 纪 初 ,经 过 帕 施 CM. PASCH) . 克 莱 苗 (5F.KLETN) 、 维 
布 从 (VEBLEN) . 希 尔 伯 特 (D. HILBERT)? 诸 人 的 努力 ,通过 建 
立 射 影 几何 的 公理 系统 ,射影 几何 才 摆 脱 对 欧 氏 空间 的 依赖 而 
获 至 它 的 独立 生存 的 权利 . 让 我 只 依 射 影 平 面 ( 即 是 n =2) 为 例 
作 银 述 , 一 个 射影 平面 (PROJECTIVE PLANE) 是 由 两 个 集 和 
它们 之 间 的 一 个 关联 关系 (INCIDENCE RELATION) 构 成, 祈 
的 元 叫 微 点 (POINT) ,经 的 元 而 做 线 (LINEY ;如 果 思 是 空 的 
元 是 双 的 元 ,P*! 表示 关联 . 为 简化 以 下 的 叙述 ,我 们 说 p 
在 1 上 或 1 在 pp 上 ;p*! 必须 满足 下 面 四 条 公理 ， 

EP12 对 多 中 不 相同 的 元 和 忆 , 有 且 仅 有 一 个 乡 中 元 

ft: 使 PP-:i 和 外 :1; 
CP22 对 红 中 不 相同 的 元 1 各 ,有 且 仅 有 一 个 色 中 元 
户 使 户 * 1 和 p+:m: 
。 了 72 。 


[P3] 有 四 点 ;其 中 任何 三 点 不 在 一 线 上 ; 

fP4] 有 四 线 , 其 中 任何 三 线 不 经 过 同一 后， 

固然 ,还 有 别 的 形式 的 公理 系统 是 描述 同一 回 事 , 但 上 面 的 
公理 系统 有 个 “ 自 对 偶 ” 的 优点 ;从 中 推导 出 来 的 每 一 条 定理 ,只 
要 拒 命题 中 的 点 和 和 线 的 地 位 互 易 , 便 勾 是 另 一 条 定理 , 可谓 事 半 
功 售 ! 读 者 只 要 回 显 一 下 补 添 了 “理想 点 "和 “理想 线 ” 的 平面 , 便 
自然 看 得 出 CP1) 到 CP4J) 这 四 条 公理 的 几何 意 尺 了 . 

当今 和 当 都 是 有 限 集 时 ,那个 射影 平面 叫 散 有 限 射 影 平 
面 ,首先 由 德国 数学 家 施 陶 特 (K.G.C.VON STAUDT) 在 1856 
年 提出 讨论 , 范 诺 提出 的 构 形 ;是 最 小 的 有 限 射 影 平面 ,有 ?7 点 和 
7 线 , 它 其 实 是 二 元 域 忆 ={0,11 上 的 二 维 射影 几 何 . 简 记 作 
PG(2.2), 名 的 ?7 点 是 ( 风 图 7)， 

[O01 =C [L010 =A4 [0,1;1]}=B (1,0,01]=E 

[1,0,1] = F (1,07 = DD [1,1] = &; 
对 的 7 线 是 (网 图 7)， 

‘O01)=ADE, {0,1,0}=CEF, {0,1,1}=BEG, 

‘1,0,0)=ABC, {1,0,1)=AFG, {1,1:0)=CDG, 

(1,1,1)=BDF; 
独 Czyyz] zw 当月 
如 当 TAI 二 y yy 十 zz 二 0. 这 个 
射影 平面 的 关联 关系 可 以 利用 
关联 表 展 示 ( 见 图 8), 行 是 线 ， 
列 是 点 , 举 一 个 例 , 标 以 3 那 一 
行 和 标 以 下 那 一 列 相 交 的 格 
子 涂 上 黑色 ,表示 点 下 在 线 3 
( 即 AFG); 标 以 6 那 一 行 和 标 
以 B 那 一 列 相交 的 格子 涂 上 图 8 
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白色 ,表示 点 二 不 在 线 6( 即 CPG). 如 果 把 黑色 的 格子 换 作 1 , 白 
色 的 格子 换 作 0, 得 到 的 矩阵 叫做 那 一 个 射影 平面 的 关联 害 阵 
(INCIDENCE MATRIX) ,在 第 3 节 里 将 太 派 用 场 . 注意 ,CP11 和 和 
[P2] 等 于 说 任何 两 列 ( 或 琴行) 有 且 仅 有 一 个 同等 位 置 的 格子 
是 涂 上 黑色 . 对 一 般 有 限 射 影 平 面 的 关联 表 , 这 个 性 质 当 然 也 是 
具备 的 ,但 眼下 这 一 个 关联 表 还 有 一 个 单 任 肉眼 不 易 发 觉 的 性 
质 . 就 是 适当 地 调换 行 和 列 后 ， 

关联 表 的 样子 很 特别 ,每 一 行 SE 

是 上 一 行 向 右边 称 一 格 得 来 
( 风 图 9). 要 解释 这 个 现象 , 需 
要 借助 有 限 域 的 知识 (参阅 本 
书 正 文 ). 这 个 漂亮 的 性 质 最 先 
是 由 美国 数学 家 辛 格 《. 
SINGER) 在 1938 年 发 现 的 . 读 
者 肯 然 会 提出 疑 癌 :是 三 是 性 图 ? 

何 一 个 有 限 射 影 平面 的 关联 表 都 具备 这 个 漂亮 的 性 质 呢 ?” 管 案 
是 否定 的 ;但 最 小 的 反例 已 经 是 一 个 91 行 9 和 1 列 的 表 , 在 本 节 结 尾 
我 们 将 要 回 到 这 一 点 . 

该 者 是 否 也 注意 到 关联 表 的 每 一 行 每 一 列 都 有 同样 客 涂 了 
墨色 的 格子 呢 ? 对 一 般 有 限 射 影 平 面 的 关联 表 , 这 仍然 是 对 的 . 
其 会 理 CP15 至 fP40] 我 们 能 推断 以 下 的 结果 ; 

定理 1 设 六 是 大 于 1 的 整数 ,在 有 限 射影 平面 肉 ,下列 各 
命题 互相 等 价 : 

《1 有 一 线 在 N 十 1 点 上 ， 

(2) 有 一 点 在 N 十 1 线 上 ， 

《3) 任何 线 在 N 十 1 点 上 ， 

《4) 任何 点 在 N 十 1 线 上 ， 

。 了 74 。 
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(5) 共有 和 :十 NN 十 1 个 点 ， 

(6) 共有 N: 十 N 十 1 条 线 . 
满足 这 些 { 等 价 ) 条 件 的 有 限 射 影 平面 叫做 N 阶 射 影 平 面 
(PROJECTIVE PLANE OF ORDER N )， 

在 过 去 一 个 世纪 中 , 虽 经 众多 数学 家 的 努力 ,我 们 仍然 摸 不 
透 有 限 射 影 平 画 的 存在 与 否 这 个 问题 . 固然 ,对 某 些 N 我 们 肯 
定 存在 一 个 N 阶 射影 平面 ,例如 当下 是 个 g 元 域 时 , PG(2,FF) 
二 PG(2,9) 是 一 个 g 阶 射影 平面 (熟悉 有 限 域 和 向 量 空间 的 读 
者 可 试 证 明 任 何 线 上 有 gg 十 1 个 点 }; 由 于 g 元 域 存在 的 充 要 条 
件 是 9 为 质数 并 ,我 们 得 到 下 面 的 结果 : 

定理 2 若 N 是 个 质数 幕 , 则 存在 入 阶 射影 平面 . 

通过 PG(2.9) 构 作 得 来 的 射影 平面 ,叫做 笛 神 格 平 面 , 当 质 
数 生 六 不 大 于 8 时 ,只 有 这 一 种 射影 平面 ,但 当 质 数 亚 六 大 于 8 
时 , 却 存 在 别 的 射影 平面 . 特别 地 , 当 N 是 9==3 时 ,很 多 年 前 数 
学 家 已 经 构 作 本 几 个 不 是 簿 沙 格 平 面 的 9 阶 射影 平面 , 它 有 91 个 
点 和 和 91 条 线 , 由 于 并 不 是 通过 PGt2,9) 构 作 得 来 , 它 的 关联 表 
并 不 具备 壮 烙 发 现 的 性 质 , 两 年 前 , 林 永 康 和 他 的 研究 小 给 更 进 
一 步 证 明了 只 有 四 种 不 同 的 9 阶 射影 平面 . 


3. 不 存在 哪些 阶 的 射影 平面 ? 


读者 在 上 一 节 见 过 存在 和 N 阶 射影 平面 的 数值 N, 自 然 要 
癌 ;“ 有 没有 哪些 N 肯定 不 存在 入 阶 射影 平面 呢 ?” 至 今 为 止 ， 
这 方面 的 答案 只 有 一 个 ,就 是 美国 数学 家 布鲁克 (!R. H. 
BRUCK) 的 丈 瑟 (JJ.H,RYSER7 在 1949 年 发 现 的 重要 结果 ， 
定理 3 《布鲁克 一 赖 琶 ) 车 NN 形 如 4mr 十 1 或 4m 十 2 且 不 
=” 175* 


能 给 写作 两 个 平方 数 的 和 , 则 不 存在 改 阶 射影 平面 . 

我 不 在 这 里 证 明 这 条 重要 定理 ,但 却 通过 解释 一 个 特殊 情 
名 展示 证 明 的 中 心思 想 , 当 中 必须 假定 读者 具备 一 些 对 称 矩 姓 
和 二 次 型 (QUADRATIC FORM) 的 基本 知识 ,不 熟悉 这 些 知 识 
的 读者 跳 过 这 段 解释 也 无 妨 . 我 希望 说 服 读者 ;为 什么 不 存在 6 
阶 射 影 平 面 , 如 果 有 一 个 6 阶 射影 平面 , 它 的 关联 矩阵 4 是 个 43 
X43 和 十 阵 , 元 是 0 或 1, 射 影 平 商 的 界定 性 质 等 于 说 44 一 好 十 
了 ,这 里 的 47 是 4 的 转 置 矩阵 .了 是 单位 矩阵 .yy 是 全 部 元 为 1 的 
年 阵 . 从 直接 计算 可 知 44 的 行列 式 是 49X6* 关 0, 所 以 44 是 


总 
非 奇 异 矩阵 置 5=| .8 是 个 44X 44 非 背 异 箱 阵 , 且 BB 


0 
6 十 了 0 
-az 
0 五 
l 0 
1 “< 一 
4 年 阵 到 ,有 一 | 0 .注意 到 五 PT 一 67( 这 是 办 为 


一 2 
1 一 1 一 

6 一 2 十 1 十 1 十 03)， 便 知道 天 是 非 奇 蜡 矩 阵 . 所 以 处 是 个 44X 

44 非 奇异 矩阵 , 旦 天 天 7 一 67. 因此 ,有 


67 十 了 
CKB-')| 下 | | KB-Dr=6r, 即 是 说 下 面 的 两 个 有 


理 数 域 上 的 二 次 型 是 相合 <CONGRUENT) 的 ， 
(zl 十 十 让 十 和 十 6 二 十 式 ;) 和 
6 二 十) 十 人 2， 
把 未 定 元 再 作 送 当 的 变换 ,更 可 以 化 为 下 面 两 个 有 理 数 域 上 的 
合 二 次 型 ， 
(zt 十 …… 十 工人 十 工 3 和 1Gzz ， 
= 站。 


因 光 ,存在 有 理 数 a、b.c 满足 a 十 下 二 6c7. 消去 分 母后 ,还 可 以 
设 a.5.c 是 整数 ,由 此 可 以 推断 6 能 被 写作 两 个 平方 数 的 和 ,但 
这 是 不 可 能 的 ! 

让 我 们 把 从 2 并 始 的 整数 NN 分 成 三 类 , (1!) 是 质数 备 ;《 工 ) 
是 布鲁克 一 赖 琴 定理 排除 的 !( 了 ) 是 其 余 . 


对 C1) 我 们 知道 存在 入 阶 射影 平面 ,对 ( 工 ) 我 们 知道 不 存 
在 N 阶 射影 平面 ,对 CE) 我 们 不 肯定 存在 NN 阶 射影 平面 也 不 
肯定 不 存在 NN 阶 射影 平面 . 不 过 数学 家 倾向 相信 只 有 了 两 种 可 
能 :一 是 当 且 仅 当 NN 在 (CI 时 ,存在 N 阶 射 影 平 面 : 另 一 是 当 
是 仅 当 NN 在 (1 ) 或 () 时 ,存在 入 阶 射影 平面 . 为 了 决定 那 一 
个 可 能 较 象 样 ,0 阶 射影 平面 存在 与 否 ,起 了 关键 作用 . 第 一 节 结 
尾 提 到 的 发 现 ,使 数学 家 更 加 相信 前 一 个 猜想 ;N 阶 射影 平面 
存在 的 完 要 条 件 是 N 为 质数 筹 . 


4. 有 限 射 影 平面 与 某 些 组 合 数学 对 象 的 关联 


让 我 们 回 到 那个 2 阶 射影 平面 (或 称 范 诺 构 形 ) 的 关联 表 ( 见 
图 9) ,把 列 顺 次 改 标 作 0.1.2.3.4.5.6. 第 一 行 涂 上 黑色 的 格子 
是 0、1、3, 把 DD 一 {0,1,3} 看 和 作 是 模 7 同 余 类 集合 Z; 的 子 集 , 它 有 
什么 性 质 呢 ? 由 于 任何 一 行 都 是 第 一 行 向 右 移 苦 于 格 得 来 ,而 吕 
《 除 第 一 行 自身 不 计 ) 它 跟 第 一 行 有 且 仅 有 一 个 同等 位 置 的 格子 
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是 涂 上 黑色 ,翻译 成 Z; 内 的 语言 就 是 说 :对 任何 t 了 0,d; 一 dj 二 
有 唯一 个 有 序 偶 (@ ,她 ) 为 解 ,d 和 d, 是 DD 中 元 . 说 得 更 明白 一 
点 ， 了 DD 中 全 部 不 相同 元 的 莽 {( 模 7) 正 好 是 1.2、,3、4、5.6. 更 一 般 
弄 , 如果 DD 二 14d,di1 是 ZZ 的 于 人 乐 ,日 对 任何 1 关 0,di 一 d=: 
怡 好 有 4 个 有 序 蛋 (Q,4j)) 为 解 ,dd, 和 4d; 是 DD 中 元 ;我们 便 说 司 
是 个 心 尖 ,四 一 循环 莽 集 (CCYCLIC DIFFERENCE SET). 这 里 
的 六 一 & 一 4 是 个 很 有 意 尽 的 参数 , 电 做 循环 差 集 的 阶 . 当 N= 二 0 
或 1 时 ,循环 差 集 只 能 是 显而易见 的 几 种 , 妆 是 空 集 安 .全集 Z.、 
单元 集 {d} 或 者 只 和 单元 的 余 集 Zi\{d}. 当 NN 宇 2 时 ,可 以 证 明 w 
只 在 4N 一 1 和 站? 十 NN 十 1 中 间 取 值 . 上 界 值 和 下 和 异 值 都 很 有 意 
总 * 很 多 时 候 可 以 达 致 . 对 上 界 值 N: 十 NN 十 1 来 说 ,由 入 阶 箭 沙 
烙 射 影 平 面 PG(2,N) 得 到 的 CN? 十 N 十 1;N 十 1,1) 一 循环 差 集 
好 是 一 个 例子 . 我 们 习惯 把 其 有 这 些 参数 的 循环 差 集 叫做 平面 
差 集 ,奇怪 的 是 迄今 为 止 我 们 
仍 未 找到 不 是 通过 PG (2,NN) 
得 到 的 平面 差 集 . 对 下 界 值 4V 
一 1 来 说 ,很 多 时 想 可 以 构 作 
‘4 和 NNN 一],2N 一 ],N 一 1) 一 御 
环 差 集 , 我 们 习惯 把 具有 这 些 
参数 的 循环 差 集 叫做 阿达 玛 差 
集 , 刚 才 的 (7 ,3,1) 一 循环 差 集 
正好 是 一 个 例子 . 把 这 种 差 集 图 10 

的 关联 表 镶 幅 上 一 道 全 是 黑色 格子 的 曲 尺 边 , 作 为 第 一 行 和 第 
一 列 ( 见 图 10), 得 到 的 阵 烈 有 个 好 性 质 , 就 是 任何 两 行 (或 两 列 ) 
都 有 怡 好 一 半 的 位 置 同 是 白色 或 同 是 黑色 的 格子 . 在 1868 年 英 
国 数 学 家 西 勒 维 斯 特 (J.J. SYILVESTER) 提 出 这 样 的 一 个 趣味 
数学 间 题 ,想不到 过 了 25 年 后 ,法 国 数 学 家 阿达 玛 (J. HADA- 
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MARD)? 研 究 行列 式 的 极 大 值 时 竟 叉 碰 上 它 ! 把 黑色 格子 和 和 白色 
格子 分 别 换 作 1 和 一 1, 得 到 的 矩阵 满足 HH =H"H= (4N)1， 
这 样 的 第 阵 叫 徐 阿 达 玛 和 定 阵 ,阿达 玛 差 集 的 和 名称 措 是 这 样 产生 
的 . 

让 我 们 又 换 一 个 角度 看 看 范 诺 构 形 的 关联 表 , 这 次 把 它 看 
成 是 放置 ?个 元 在 7 个 区 组 的 方案 ,要 求 每 个 区 组 都 有 3 个 元 ,每 
一 对 元 都 在 一 个 仅 只 一 个 区 组 内 出 现 .更 一 般 地 ,我 们 可 以 试 寻 
找 在 元 集 3 内 挑选 某 些 上 元 子 集 (叫做 区 组 ) 的 方案 ,要 求 每 
个 = 元 子 集 都 怡 好 在 4 个 区 组 内 出 现 . 这 样 的 一 族 点 元 子 集 锚 
叫做 一 个 习 玫 -设计 . 落 诺 构 形 的 关联 表 提 供 了 一 个 (7,3， 
1)-2 设 计 . 虽然 1 设计 这 个 各 字 是 到 了 1962 年 才 因 数学 家 晓 党 
CD., KR, HOGHES) 的 引进 而 流传 ;但 这 种 组 合 数 学 对 象 却 早 在 30 
年 代 已 受到 注意 ,主要 原因 是 它 在 统计 学 上 的 试验 设计 非常 有 
用 . 2 设计 也 叫做 平衡 不 完全 区 组 设计 (BALANCED INCOM- 
PLETE BLOCKK DESIGN) ,简称 为 BIBD, 是 英国 统计 学 家 叶 
斯 (F, YATES) 在 1936 年 提出 来 研究 的 . 当 BIBD 的 参数 和 
相同 , 它 叫 做 SBIBD, 头 一 个 字母 表示 对 称 (SYMMETRIC). 4 
一 1 的 SBIBD, 即 是 全 一 1)7 阶 射影 平面 .4 一 1 的 BIBD, 也 叫做 斯 
坦 纳 系 (STEINER SYSTEM) ,六 19 世 纪 瑞 士 煞 学 家 斯 坦 纳 (. 
STEINER) 的 研究 工作 而 得 名 . 但 其 实 最 先 提出 这 种 问题 的 是 
一 位 身 国 牧师 柯 克 坚 (T.J. KIRKMAN), "一 位 女 教 师 每 天 带 
领 15 名 女 学 生 去 散步 ,她 要 求学 生 们 排 成 三 人 一 行 ,又 要 求 任何 
两 名 学 生 在 一 周 七 天 内 恰好 有 一 天 排 在 同一 行 , 它 应 该 怎样 安 
排 电 ?" 育 关 各 种 区 组 设计 的 研究 和 煌 作 , 至 今夕 蓬勃 不 已 ,除了 
由 于 疡 在 试验 设计 上 的 许 用 外 ,还 因为 它 跟 编码 理论 (CODING 
THEORY) 和 散在 单 群 (SPORADIC GROUP) 理论 有 北 切 关系 ， 
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5. 两 两 正 交 拉丁 方 完全 组 


着 过 第 2 节 和 第 4 节 的 叙述 ,读者 大 概 明 日 了 数学 家 并 非 为 
了 请 客 吃 饭 才 研究 射影 平面 吧 1! 在 这 一 节 我 再 介绍 一 种 组 合 数 
学 对 象 ,并 且 通 过 它 把 10 阶 射影 平面 存在 问题 化 成 另 一 个 形式 ， 
无 独 有 偶 , 这 种 数学 对 象 又 是 与 数学 府 戏 有 关 , (也 许 这 篇 文章 
可 以 取 题 为 “ 戏 无 益 平 ?”1 瑞士 数学 家 欧 拉 (L. EULER) 在 
1779 年 发 表 了 一 篇 构 作 人 纪 方 (MAGIC SQUARE 的 文章 ,引进 
了 今天 我 们 叫 航 拉丁 方 的 阵列 . 一 个 六 阶 拉 丁 方 (LLATIN 
SQUARE OF ORDER N) 蚌 个 NN 行 N 列 的 矩阵 ,里 面 的 元 选 
自 对 个 不 同 的 符号 (为 方 使 叙述 不 妨 写 作 0.1.2、…、N 一 1); 条 
件 就 是 在 每 一 行 和 每 一 列 全 部 六 个 符号 都 可 出 现 . 例如 
0 2 1 0 2 1 
1 1 tT 1 0| 却 不 是 . 设 4 和 吕 是 
[0 2 0 2 2 
两 个 和 N 阶 拉丁 方 ,考虑 它们 在 相应 位 置 的 元 构成 的 wz 对 有 序 
惕 ,如 扫 两 两 不 同 ,我 们 便 说 A 和 5B 是正 交 的 拉丁 方 . 例如 


0 2 1 2 0 0 2 1 
结 mo 的 要 1 ola 
1] 0 2 0 1 1 0 

2 

全 


o] 
:| 却 不 是 ,因为 第 一 行 第 一 列 和 第 二 行 第 三 列 的 有 六 
0 1 2 


得 都 是 (0,1). 欧 拉 在 他 的 文章 里 指出 不 存在 一 对 正 交 的 6 阶 拉 
丁 方 ,但 他 用 游戏 口吻 说 :“ 有 6 个 军团 ,从 每 个 军团 选 6 名 不 同 备 
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阶 的 军官 . 怎样 把 这 36 名 军官 排 成 6 行 6 列 ,要 求 每 一 行 和 每 一 列 
都 有 6 名 不同 军 阶 且 隶 属 不 同 军团 的 代表 ?接着 他 还 说 :我 毫 
不 述 疑 下 这 样 的 结论 ,不 存在 一 对 正 交 的 6 阶 拉 丁 方 ; 而 是 这 个 
结论 还 能 推广 至 10 阶 .14 阶 .pw 的 情况 , 子 当 阶 是 二 科 某 个 奇 
数 的 情况 . " 欧 拉 可 没有 证 明 他 的 断 音 ,后 人 管 这 个 断言 作 欧 拉 
猜想 . 1900 年 塔 利 兄 弟 (G. TARRY ,H.TARRY) 穷 举 全 部 6 阶 
拉丁 方 验算 了 簿 想 在 6 阶 情 况 果然 成 立 . 到 了 20 年 代 , 由 于 拉丁 
方 在 试验 设计 上 的 应 用 引起 数学 家 的 注意 , 欧 拉 猿 想 也 就 给 提 
到 议事 日 程 来 . 美国 数学 家 帮 尼 殊 (H., F. MACNEISH) 在 1922 
年 甚至 提出 一 个 更 强 的 猜想 : 设 N= 二 pir… pir CN2) 是 的 质 
因子 分 解 式 , 刚 顶 多 只 能 接 到 + 个 两 两 正 交 的 N 阶 拉 丁 方 ,: 是 
冯 一 1 pw 一 1 当中 最 小 的 数 . 不 难 证 明 当 N 是 质数 者 时 ( 即 
了 一 1)， 这 猜想 是 对 的 ,因为 一 般 而 言 ,项 多 只 有 和 N 一 1 个 两 两 正 
交 的 六 阶 拉丁 方 ,读者 有 兴趣 试 证 明 吗 ?后 来 数学 家 知道 真 的 
可 以 找到 这 样 1 个 拉丁 方 ,关键 在 于 NN 是 质数 筹 的 情况 ,逐个 
Pr 的 情况 解决 了 , 便 可 以 合成 上 个 两 两 正 交 的 NN 阶 拉丁 方 , 详 
情 不 装 . 以 “事后 诸葛 亮 ” 的 眼光 看 ,质数 敌 的 情况 不 难 明 白 , 但 
最 先 看 到 这 种 关系 的 洞察 力 , 可 叫 人 信服 ,这 份 功劳 归于 原籍 印 
度 的 美国 数学 家 玻 色 5R.C. BOSE) ,他 在 1938 年 运用 抽象 代数 
中 有 限 域 的 知识 解答 了 这 个 问题 ， 

定理 4 着 NN 是 个 质数 群 ; 则 有 NN 一 1 个 两 两 正 交 的 NN 区 
拉丁 方 . 

六 是 质数 攻 , 便 有 六 元 域 F= {a 一 0,a ;一 yan_1}. 置 oa; 
十 a; 作 第 个 NXxN 矩阵 中 第 i 行 和 第 j 列 的 元 . 直接 验算 可 
类 每 个 怎 阵 是 个 拉丁 方 , 且 两 两 正 交 , 故 定 理 4 得 证 . 

在 1958 年 ,美国 数学 家 派克 (E.T.PARKER) 找 到 至 少 四 个 
两 两 正 交 的 21 阶 拉丁 方 , 推 瘟 了 麦 尼 殊 猜想 (按照 该 猜想 顶 多 只 
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有 两 个 这 样 的 拉丁 方 ); 玻 色 和 他 的 学 生 西 里 克 汉 特 (S. S. 
SHRIKHANDE) 循 着 这 个 方向 穷 追 猛 打 , 数 月 后 找到 一 对 正 交 
的 22 阶 拉丁 方 ,推翻 了 欧 拉 猜想 . 同时 ,派克 也 找到 一 对 正 交 的 
10 阶 拉丁 方 ,然后 他 们 三 位 数学 家 联手 夹攻 ,终于 在 翌年 证 明了 
一 条 叫 人 极 感 这 异 的 定理 : 除 NN 二 2 和 6 以 外 ,; 必 有 一 对 正 交 的 
NN 阶 拉丁 方 ,这 个 发 现 竟 上 了 当时 (1959 年 4 月 24 日 六 纽 约 时 
报 ? 的 头条 新 闻 | 

但 是 ,一 组 个 数 最 多 的 两 两 正 交 拉丁 方 , 至 今 仍 是 悬而未决 
的 问题 ,特别 地 ,如 果 有 六 一 1 个 两 两 正 交 的 8 阶 拉 丁 方 , 我 们 
把 它 叫 做 一 个 完全 组 ,定理 4 是 说 当 NN 是 质数 畴 时 ,存在 一 个 两 
两 正 交 六 阶 拉丁 方 完 全 组 . 玻 色 在 同一 篇 文章 里 证 明了 另 一 条 
有 趣 的 定理 . 

定理 5 设 入 宇 3, 存 在 一 个 两 两 正 交 NN 阶 拉丁 方 完 全 组 的 
充 要 条 件 是 存在 一 个 N 阶 射影 平面 . 

虽然 我 不 在 这 里 证明 这 杀人 定理 ,让 我 以 一 个 实例 来 印证 ,好 
使 读者 看 到 它 的 内 涵 . 取 一 个 两 两 正 交 3 阶 拉丁 方 完全 组 ,由 


0 1 2 0 1 2 
1 2 0 
oO 1 


2 0 1 

1 2 0 
置 的 元 构成 有 序 侦 写 在 该 位 置 标 寻 的 右 
边 , 由 此 得 到 9 点 ,如 图 11 岂 示 . 把 这 些 点 
分 成 四 组 “平行 线 ”, 办 法 机 下 ; 选 第 一 个 
位 是 0 的 点 构成 第 一 条 线 , 第 一 个 位 是 1 
的 点 构成 第 二 条 线 , 第 一 个 位 是 2 的 点 枸 
成 第 三 条 线 ,这 三 条 线 是 第 一 组 ;类 似 
地 ,按照 第 二 个 位 分 别 是 0.1.2 又 取 三 条 
线 , 是 第 二 组 ;按照 第 三 个 位 分 别 是 0.1.2 又 取 三 条 线 , 是 第 三 
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和 给 成 . 把 相应 伍 


Am 


0 
1 
2 
2 
0 
1 
1 
2 
0 


组 ;按照 第 四 个 位 分 别 是 0.1.2 又 取 三 杂 线 ,是 第 四 组 ( 见 图 12)， 
现在 ,再 添加 四 个 “理想 点 ”ae.8,.y. 人 于 是 共有 13 个 点 . 在 第 一 组 
的 每 条 线 多 沃 a 在 第 二 组 的 每 条 线 多 添 月 .在 第 三 组 的 每 条 线 
多 添 7 ,在 第 四 组 的 每 条 线 多 添 ,连同 由 a.8.7.6 组 成 的 线 共 
有 13 条 线 . 这 13 个 点 和 13 条 线 构 成 一 个 三 阶 射 影 平 面 , 反 过 来 ， 
如 果 有 一 三 阶 射影 平面 ,适当 地 赋 子 座 标 后 ,可 以 把 上 述 步 骤 便 
转 过 来 构 作 一 个 两 两 正 交 三 阶 拉丁 方 完全 组 . 
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从 定理 5 可 知 10 阶 射影 平面 存在 问题 化 为 :有 没有 9 个 两 两 
正 交 的 10 阶 拉丁 方 ?在 60 年 代 派 克 曾 经 构 作 了 一 个 10 阶 拉丁 方 ， 
估计 有 一 百 万 个 10 阶 拉丁 方 跟 它 正 交 ,但 可 惜 在 这 众多 拉杆 方 
当中 竞 找 不 着 一 对 筷 相 正 交 的 ! 到 目前 为 止 ,我 们 还 不 知道 有 没 
有 三 个 两 两 正 变 的 10 阶 拉 于 方 . 


6. 不 存在 10 阶 射影 平面 :电脑 证 明 


阅读 了 林 永 康 教授 惠 寄 来 的 多 篇 文章 后 ,我 看 到 他 和 他 的 
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小 组 的 研究 历程 ,让 我 在 这 一 节 作 个 很 简略 的 介绍 . 有 兴趣 知道 
详情 的 该 者 可 以 参阅 下 面 两 篇 文章 ， 

C. W. H. LAM, LITHIEL, S, SWIERCZ, THE NON— 
EXISTENCE OF FINITE PROJECTIVE PLANES OF OR- 
DER 10,PREPRINT ,1989( 将 于 Canad.J. Math 发 表 ). 

性. W.H.LAM,THE END OF A FINITE PROJECTIVE 
PLANE OF ORDER 10, PREPRINT,1989 {将 于 Amer Math 
Monthly 发 表 ) 

要 明日 他 们 的 工作 , 先 要 知道 什么 是 一 个 码 (CODE). 码 是 
通讯 科学 上 为 了 防范 讯 道 受 干扰 引致 的 传输 错误 的 设计 ,如 果 
仅 为 了 看 明 所 这 一 节 , 可 以 把 一 个 玛 看 成 是 二 元 域 上 = 维 空 间 
里 的 一 个 维 子 空间 ,正确 的 术语 是 线性 Cn,8) 码 [LINEAR (n， 
CODED. 它 的 问 量 叫 做 和 码 字 , 码 字 和 量 1 的 个 数 叫 做 该 码 字 的 重 
量 LWEIGHT). 一 个 码 的 检 错 和 纠 错 能 力 , 视 平 码 字 的 最 小 重 
其 ,所 以 一 个 码 的 码 字 重量 分 布 是 很 重要 的 研究 目标 ,让 我 们 以 
W' 表示 重量 是 上 的 码 字 的 个 数 . 

如 果 存 在 一 个 10 阶 射影 平面 , 它 的 关联 矩阵 的 行 可 以 看 成 
是 111 个 在 二 元 域 上 的 111 维 空间 里 的 向 量 , 它 们 生成 的 子 空间 
是 个 码 , 记 作 C. 在 1990 年 阿 斯 莫 斯 {E. F. ASSMUS,]JR. ) 和 马 
森 4H,.F. MATTSON ,JR. ) 提 出 研究 这 个 码 以 求 了 解 10 阶 射影 
平面 ;他们 还 证 明 了 只 用 计算 TA CE] “wis 恒 能 完全 确定 C 的 码 
字 重 量 分 布 . 在 1973 年 , 麦 威 廉 士 (F, J MACWILLIAMS) . 史 隆 
尼 (N.J. A., SLOANE) 和 汤普森 (J. G. THOMPSON) 三 人 合力 
证 明了 Ys 一 路， 过 了 10 年 后 + 困 永 康 和 他 的 小 组 证 明了 ws 一 0。 
旱 在 1974 年 卡特 (J. 上. CARTER) 在 他 的 博士 论文 里 已 经 做 了 
大 部 分 关于 two 的 计算 ,经 汤普森 的 仆 通 , 林 永 康 等 乘胜追击 ， 
在 1986 年 完成 剩 下 的 计算 证 明了 zs 一 0. 于 是 C 的 码 宇 重量 
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耸 布 完全 知道 了 ,特别 地 ,to 一 24675 , 换 句 话说 ,如 果 存 在 一 个 
10 阶 射影 平面 ,由 它 生 成 的 码 应 该 有 24675 个 码 字 的 重量 是 19. 
倒 过 来 考虑 , 设 10 阶 射影 平面 里 的 19 点 档 成 一 个 重量 是 19 的 码 
字 ,数学 家 知道 这 些 点 和 茶 些 线 的 相交 构 形 有 茶 种 性 质 ,于 是 一 
个 方法 是 试图 从 这 些 * 起 点 构 形 ”出 发 ,把 它 延伸 为 一 个 10 阶 射 
影 平面 的 关联 矩阵 ,成功 的 话 便 找到 一 个 10 阶 射影 平面 , 穷 举 全 
部 “起 点 构 形 ”后 也 延伸 不 成 功 的 话 , 便 证 明了 不 存在 10 阶 射影 
平面 了 . 

林 永 康 等 计算 了 共有 66 个 “起 点 构 形 ”要 考虑 ， 其 中 赁 推 
理 知 道 21 个 是 不 衣 延 伸 的 ， 另 外 的 45 个 却 只 好 借助 电脑 作 验 算 
了 . 当中 有 8 个 涉及 的 计算 量 很 大 , 使 用 他 们 的 大 学 里 的 电脑 设 
省 的 话 , 估计 划 用 上 几 十 年 诗 一 百年 ! 幸 好 在 这 个 时 候 , 他 们 得 
到 位 于 美国 普林斯顿 的 国 配 分 析 研 究 所 (INSTITUTE OF DE- 
FENSE ANALYSIS) 的 协助 , 允许 他 们 利用 那里 的 CRAY 一 IA 
型 超级 电脑 在 工 余 时 间 进 行 验算 ， 从 1986 年 秋季 开始 计算 ， 直 
圣 1988 年 11 月 中 ， 经 过 2000 客 小 时 的 计算 时 间 ， 答 案 终 于 出 来 
了 : 不 存在 10 阶 射影 平面 ， 宣称 这 个 重要 发 现时 ， 林 永康 这 样 
说 :“ 由 于 使 用 了 电脑 验算 ,我 们 不 应 把 这 个 结果 祝 作 在 传统 意 
义 下 的 “证 明 ”， 它 只 是 一 个 实验 结果 , 也 就 不 能 避免 产生 实验 
错误 的 可 能 ， 话 虽 如 此 说 ， 以 下 我 们 要 举 出 理由 说 明 存 在 仍然 
未 给 发 现 的 10 阶 射影 平面 的 可 能 性 是 极 低 的 . ”这 些 理由 分 为 两 
方面 ， 其 一 是 电脑 程序 的 处 理 ， 其 二 是 硬件 设备 的 检 错 ， 在 程 
序 方面 ,他 们 使 用 不 同 的 程序 去 计算 以 资 比 较 ， 有 时 甚至 用 手 
算 来 验证 ， 司 时 又 在 程序 中 加 了 核算 的 步骤 作 保险 ， 在 硬件 设 
备 方 面 ， 起 级 电脑 平均 每 1000 小 时 计算 时 间 会 出 错 一 次 的 ， 他 
们 也 的 确 曾 经 发 现 过 这 种 错误 , 后 来 补 算 了 , 或 者 可 以 这 样 说 ， 
既然 如 果 10 阶 贡 影 平面 存在 的 话 ， 它 可 以 从 那么 多 码 字 延伸 而 
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来 〈 共 有 有 24675 个 重量 是 19 的 码 字 )， 人 至 今 仍然 没有 一 个 10 阶 
射影 平面 给 发 现 , 这 便 是 一 个 有 力 的 证 据 , 显示 它 并 不 存在 了 . 
下 一 个 待 决定 的 情况 是 12 阶 射影 平面 存在 与 和 否 , 但 据 林 永 康 说 ， 
沿用 同 磁 的 手法 使 用 目前 的 超级 电脑 去 验算 ， 恺 怕 以 人 有 生 之 
年 也 办 不 到 了 ! 


7. 后 记 


自从 哈 肯 (WW ，HAKEN) 和 阿 佩 尔 (K，APPEL) 在 1976 
年 宜 称 他 们 借助 电脑 证 明了 四 色 问 题 FOUR 一 COLOOR 
PROBLEM) 后 , 电脑 证 明 进 入 了 数学 讨论 , 并 且 引 起 争议 . 反 
对 的 一 方 认为 这 不 能 算是 数学 证 明 , 因 为 很 难保 证 电脑 不 出 错 ， 
而 且 更 难 确定 出 错 的 是 电脑 操作 的 毛病 还 是 人 为 的 张 测 ， 支持 
的 一 方 则 认为 人 手 计算 不 见得 没有 机 会 出 错 ， 有 些 证 明 的 繁复 
程度 不 亡 驳 论 ， 说 不 定 电脑 较 人 更 小 心 呢 ， 反 对 的 一 方 也 斌 为 
赦 干 年 来 数学 证 明 都 毋 需 借助 电脑 ， 将 来 亦 无 此 需要 ， 支 持 的 
一 方 却 认为 有 有些 命 题 的 证 明 可 能 除了 验算 全 部 情况 外 别 无 他 
法 ， 以 前 它们 不 出 现 只 因为 以 前 没有 电脑 时 人 的 计算 能 力 未 下 
这 个 高 度 吧 . 

其 实 ， 如 果 我 们 不 把 证 明 的 功能 限于 核实 而 更 重视 证 明 在 
项 明 阐 释 方面 的 作用 的 话 ， 电 脑 证 明 叫 人 最 不 尾 意 者 倒 不 是 上 
面 提 及 的 几 点 ， 而 是 它 顶 密令 人 相信 该 命 题 成 立 ， 却 没 有 令 人 人 
明日 为 何 该 命题 成 立 ， 对 于 一 个 深信 数学 研究 的 主要 目标 乃 追 
求 理解 的 人 来 说 ， 电 脑 证 明 只 能 起 辅助 作用 ， 却 不 能 带 来 犹如 
当年 古 希 腊 数 学 家 阿 基 米 德 高 喊 EUREKA 时 的 那 份 喜悦 | 

[最近 林 永康 就 这 点 写 了 一 篇 文章 , 读者 可 以 参阅 , 听 听 证 
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明 者 本 人 的 意见 ， 
C. W. H. LAM, HOW RELIABLE IS A COMPUTER 


一 BASED PROOF? THE MATHEMATICAL INTEL- 
LIGENCER, VOL 12 (1990), 8—12.) 


”了 有。 


